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5.84. Ï³ä ä³ºþ çàäàíîãî íàâàíòàæåííÿ ë³âà ä³ëÿíêà ÀÑ áàëêè ç³ãíóëàñÿ
ïî äóç³ êîëà (ðèñ. 5.79). Âèçíà÷èòè ïðîãèí òà êóò ïîâîðîòó ïåðåð³çó Ñ. Ââà-
æàòè çàäàíèìè ìîìåíò M, äîâæèíó l, æîðñòê³ñòü ïåðåð³çó áàëêè ïðè çãè-
íàíí³ .EI

Â³äïîâ³äü: 
211

;
8C
Mlh

w
EI

= −  
25

.
24C

Ml

EI
θ =

5.85. Âèçíà÷èòè ïîõèáêó, äîïóùåíó ï³ä ÷àñ ðîçðàõóíêó ïðîãèíó прw =
20 мм=  ê³íöÿ áàëêè çàâäîâæêè 1 м,l =  ³íòåãðóâàííÿì íàáëèæåíîãî äè-

ôåðåíö³éíîãî ð³âíÿííÿ ç³ãíóòî¿ îñ³ áàëêè (ðèñ. 5.80).

Â³äïîâ³äü: 
пр

пр2

2
1 100 0,0125 %.

2
1 cos

w

w
l

l

− =
 
− 

 
5.86. Áàëêà çàâäîâæêè 1 мl =  êðóãëîãî ïåðåð³çó ä³àìåòðîì 20 ммd =  çà-

òèñíåíà îäíèì ê³íöåì òà íàâàíòàæåíà ïîïåðå÷íîþ ñèëîþ 100 НF =  íà
³íøîìó ê³íö³. Îáì³ðþâàíèé ïðîãèí â³ëüíîãî ê³íöÿ áàëêè âèÿâèâñÿ òàêèì,
ùî äîð³âíþº 21,2 мм.w =  Îá÷èñëèòè ìîäóëü ïðóæíîñò³ ï³ä ÷àñ ðîçòÿãàí-
íÿ ìàòåð³àëó áàëêè.

Â³äïîâ³äü: 
3

5

4

64
2 10  МПа.

3

Fl
E

wd
= = ⋅

π
5.87. Ê³íö³ áàëêè çàâäîâæêè l â³ëüíî ëåæàòü íà äâîõ øàðí³ðíèõ îïîðàõ.

Ï³ä ä³ºþ çîâí³øí³õ íàâàíòàæåíü ç³ãíóòà â³ñü áàëêè íàáóëà ôîðìè äóãè êîëà.
Çíàéòè ðàä³óñ êðèâèíè âêàçàíîãî êîëà çà óìîâè, ùî êóò ïîâîðîòó ê³íöå-
âîãî ïåðåð³çó áàëêè äîð³âíþº θ.

Â³äïîâ³äü: .
2
lρ =
θ

5.88. Äî áàëêè çàâäîâæêè l ïðÿìîêóòíîãî ïðåð³çó âèñîòîþ h ó ïëîùèí³
íàéá³ëüøî¿ æîðñòêîñò³ ïðèêëàäåíå ð³âíîì³ðíå
ïîïåðå÷íå íàâàíòàæåííÿ. Ê³íö³ áàëêè â³ëüíî
ëåæàòü íà øàðí³ðíèõ îïîðàõ. Ìîäóëü ïðóæíîñò³
ìàòåð³àëó áàëêè ï³ä ÷àñ ðîçòÿãàííÿ äîð³âíþº Å.
Âèçíà÷èòè íàéá³ëüøèé ïðîãèí áàëêè, ÿêùî
ìàêñèìàëüíå íàïðóæåííÿ â áàëö³ max .σ

Â³äïîâ³äü: 

2
max

max
5

.
24

l
w

Eh

σ
= −

5.89. Âèçíà÷èòè ïðîãèí ³ êóò ïîâîðîòó â³ëü-
íîãî ê³íöÿ áàëêè (ðèñ. 5.81). Â³äîì³ íàéá³ëüøà
³íòåíñèâí³ñòü q íàâàíòàæåííÿ, ÿêå â ïîçäîâæ-
íüîìó íàïðÿìêó çì³íþºòüñÿ çà çàêîíîì òðèêóò- Ðèñ. 5.80

Ðèñ. 5.79
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íèêà, à òàêîæ äîâæèíà l ³ æîðñòê³ñòü ïåðåð³çó
áàëêè ï³ä ÷àñ çãèíàííÿ .EI

Â³äïîâ³äü: 
3

;
24A

ql

EI
θ = −  

4

.
30A

ql
w

EI
= −

5.90. ª áàëêà çàâäîâæêè 1 мl =  (ðèñ. 5.82).
Ó ñê³ëüêè ðàç³â ïðîãèí áàëêè w  ï³ä ñèëîþ, ùî
äîð³âíþº 2 ñì, á³ëüøèé, í³æ ïîçäîâæíº ïåðå-
ì³ùåííÿ ðóõîìî¿ îïîðè?

Â³äïîâ³äü: ó 21
2,4

l

w
≈  ðàç.

5.91*. Îäèí ê³íåöü ïðÿìî¿ ñòàëåâî¿ áàëêè
çàùåìëåíèé, íà ³íøîìó, â³ëüíîìó, ïðèêëàäå-
íèé çîñåðåäæåíèé ìîìåíò 0,2 �Н м.M = ⋅  Áàë-
êà ìàº äîâæèíó 0,5 м,l =  âèñîòó 15 мм,h =  ó

ïëàí³ ìàº ôîðìó ð³âíîá³÷íî¿ òðàïåö³¿ ç îñíîâàìè ó â³ëüíîìó ïåðåð³ç³ 0b =
20 мм,=  ó çàùåìëåíîìó — 50 мм.b =  Ðîçðàõóâàòè âåëè÷èíó êóòà ïîâîðî-

òó â³ëüíîãî ê³íöÿ áàëêè. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ ï³ä ÷àñ ðîçòÿãàííÿ 2E = ×
510  МПа.×
Â³äïîâ³äü: 

( ) 3
00

12
ln 0,0543 рад.

Ml b

bb b h E
θ = =

−
5.92. Áàëêó ñèìåòðè÷íîãî ïåðåð³çó çàââèøêè h  ³ çàâäîâæêè l  çàòèñíå-

íî íà îäíîìó ê³íö³ é íà ³íøîìó ê³íö³ íàâàíòàæåíî ñèëîþ ,F  ùî çóìîâ-
ëþº â íåáåçïå÷íîìó ïåðåð³ç³ íàéá³ëüø³ íàïðóæåííÿ [ ]max .σ = σ  Çíàéòè
âåëè÷èíó ïðîãèíó â ïåðåð³ç³ ï³ä ñèëîþ, âèðàçèâøè éîãî ÷åðåç ðîçì³ðè
áàëêè ³ äîïóñòèì³ íàïðóæåííÿ. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó áàëêè Å.

Â³äïîâ³äü: [ ]
22 .

3
lw
Eh

= σ

5.93*. Âèçíà÷èòè êóòè ïîâîðîòó îïîðíèõ ïåðåð³ç³â Aθ  ³ ,Bθ  à òàêîæ
ïðîãèí ïîñåðåäèí³ ïðîãîíó äëÿ øàðí³ðíî îáïåðòèõ áàëîê äâîòàâðîâîãî
ïåðåð³çó, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 5.83, çà òàêèõ äàíèõ: à) 2 м,l =  30 �Н/м,q =
ïåðåð³ç — äâîòàâð ¹ 27; á) 6 м,l =  20 �Н/м,q =  80 �Н м,M = ⋅  ïåðåð³ç —
äâîòàâð ¹ 36; â) 4 м,l =  20 �Н/м,q =  40 �Н мM = ⋅ , ïåðåð³ç — äâîòàâð

¹ 30. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ â óñ³õ âèïàäêàõ 52 10  МПа.E = ⋅
Â³äïîâ³äü: à) 0,001 рад,A Bθ = −θ = −  0,62 мм;w = −  á) 0,0097 рад,Aθ = −

0,0127 рад,Bθ =  19,3 мм;w = −  â) 0,0094 рад,A Bθ = −θ = −  10,4 мм.w = −

Ðèñ. 5.81

Ðèñ. 5.82

Ðèñ. 5.83
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5.94*. Äëÿ áàëîê, ùî íåñóòü ñóö³ëüíå íàâàíòàæåííÿ, ÿêå çì³íþºòüñÿ çà
çàêîíîì òðàïåö³¿, âèçíà÷èòè: à) äëÿ êîíñîë³ (ðèñ. 5.84, à) — êóò ïîâîðîòó é
ïðîãèí ê³íöåâîãî ïåðåð³çó; á) äëÿ øàðí³ðíî îáïåðòî¿ áàëêè (ðèñ. 5.84, á) —
êóòè ïîâîðîòó íà îïîðàõ ³ ïðîãèí ïîñåðåäèí³ ïðîãîíó. Æîðñòê³ñòü ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó .EI

Â³äïîâ³äü: à) 
( ) 3

1 23
,

24

q q l

EI

+
θ = −  

( ) 4
1 211 4

;
120

q q l
w

EI

+
= −  á) Aθ =

( ) 3
1 28 7

,
360

q q l

EI

+
= −  

( ) 3
1 27 8

,
360B

q q l

EI

+
θ =  

( ) 4
1 25

.
768

q q l
w

EI

+
= −

5.95. Óñòàíîâèòè, ÿê çì³íèòüñÿ âåëè÷èíà ïðîãèíó ïîñåðåäèí³ ï³äâ³ñíî¿
áàëêè, ÿêùî íàâàíòàæåííÿ, ùî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíå íà äîâæèí³ 2a
(ðèñ. 5.85, à), çàì³íèòè íà ïðèêëàäåíó ïîñåðåäèí³ ïðîãîíó çîñåðåäæåíó
ñèëó 2F qa=  (ðèñ. 5.85, á). Æîðñòê³ñòü ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó .EI

Â³äïîâ³äü: à) 
43

;
8

qa
w

EI
= −  á) 

4

.
2

qa
w

EI
= −

5.96*. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïîñ³á Âåðåùàã³íà, âèçíà÷èòè âåëè÷èíó ïðî-
ãèíó ïåðåð³çó C ³ êóò ïîâîðîòó ïåðåð³çó D áàëîê, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 5.86.
Æîðñòê³ñòü  êîæíî¿  áàëêè 2

,800 �Н мEI = ⋅  12 �Н,F =  8 �Н м,M = ⋅  q =
16 �Н/м,=  1 м.a =

Â³äïîâ³äü: à) 
3

5 мм,
3
Fa
EI

=  
22 0,01 рад;

3
Fa
EI

− = −  á) 
4

2,5 мм,
8

qa

EI
=  

3

3

qa

EI
− =

0,0067 рад;= −  â) 
25 6,25 мм,

8
Ma
EI

=  0,005 рад.
2
Ma
EI

− = −
5.97. Ó ðàç³ íàâàíòàæåííÿ áàëêè ñèëîþ F  êðàéíº íèæíº âîëîêíî îò-

ðèìàëî â ïåðåð³ç³ ÑÑ âèäîâæåííÿ 0,008 ммs∆ =  (ðèñ. 5.87). Âèçíà÷èòè

ñèëó ,F  ÿêùî 52 10  МПа.E = ⋅  Âèäîâæåííÿ âèì³ðþâàëè çà äîïîìîãîþ
òåíçîìåòðà ç áàçîþ 50 мм.S =

Â³äïîâ³äü: 14 �Н.F =

Ðèñ. 5.84

Ðèñ. 5.85
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5.98. Âèçíà÷èòè ïðîãèí ïåðåð³çó Â áàëêè ³ êóò ïîâîðîòó ïåðåð³çó À
(ðèñ. 5.88). Æîðñòê³ñòü ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó .EI

Â³äïîâ³äü: à) 
311

,
48A

qa

EI
θ =  

437
;

48B

qa
w

EI
= −  á) 

3

,A

qa

EI
θ = −  

4

.
24B

qa
w

EI
=

5.99. Âèçíà÷èòè íàéá³ëüøèé ïðîãèí maxw  ëèñòîâî¿ ðåñîðè, âèêîíàíî¿

ÿê áðóñ ð³âíîãî îïîðó çãèíó ³ íàâàíòàæåíî¿ ñèëîþ 10 �НF =  (ðèñ. 5.89).
Ïðîãèí ðåñîðè 80 см.l =  Ê³ëüê³ñòü àðêóø³â (ñìóã) 6,n =  òîâùèíà ëèñòà

7,5 мм,t =  øèðèíà 70 мм,b =  ìîäóëü ïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó 5
 2,1 10 МПа.E = ⋅

Â³äïîâ³äü: 
3

max 3

3 52 мм.
8

Flw
Ebnt

= =

5.100. Äþðàëåâó êðóãëó òðóáó ïåðåð³çîì 50 44 мм×  ïîêëàäåíî ãîðèçîí-
òàëüíî íà äâ³ øàðí³ðí³ îïîðè. Âèçíà÷èòè ìàêñèìàëüíèé ïðîã³í l, ùî äî-
ïóñêàºòüñÿ, âèõîäÿ÷è ç óìîâè, ùî ïðîãèí, çóìîâëåíèé âëàñíîþ âàãîþ, íå

ïîâèííèé ïåðåâèùóâàòè .
200

l
 Ïèòîìà âàãà ìàòåð³àëó 326 �Н/м .γ =  Ìî-

äóëü ïðóæíîñò³ 5
 0,75 10 МПа.E = ⋅

Â³äïîâ³äü: [ ] 51,43 м.l =
5.101. Âèçíà÷èòè ïðîãèí ³ êóò ïîâîðîòó ïåðåð³çó Ñ áàëêè (ðèñ. 5.90).

Æîðñòê³ñòü ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó Å².

Â³äïîâ³äü: 
325

;
12C

qa

EI
θ =  

443
.

24C

qa
w

EI
=

5.102*. Çíàéòè ïðîãèí ïåðåð³çó Ñ
áàëêè (ðèñ. 5.91). Æîðñòê³ñòü ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó Å².

Â³äïîâ³äü: 
43

.
8C

qa
w

EI
= −

Ðèñ. 5.86

Ðèñ. 5.87

Ðèñ. 5.88



111

5.103. Âèçíà÷èòè êóòè ïîâîðîòó â îïîðàõ (ðèñ. 5.92). Æîðñòê³ñòü ïîïåðå÷-
íîãî ïåðåð³çó Å², äîâæèíà áàëîê .l a b= +

Â³äïîâ³äü: à) ( )
2

,
4 6A

qsbsa l b
lEI

 θ = − + −  
 ( )

2
;

4 6B

qsasb l a
lEI

 θ = + −  
 á) Aθ =

( ) ( )2 26 ,
45 72

qssab l b s b
lEI

 = − + − +    ( ) ( ) θ = + − +  
2 26 .

45 72B
qssab l a s a
lEI

5.104. Äëÿ áàëîê ç ä³ëÿíêàìè ð³çíî¿ æîðñòêîñò³ âèçíà÷èòè êóòè ïîâî-
ðîòó ³ ïðîãèíè ïåðåð³ç³â À ³ Â (ðèñ. 5.93).

Â³äïîâ³äü: äèâ. òàáë. 5.9.
5.105*. Äëÿ áàëêè êðóãëîãî çì³ííîãî ïåðåð³çó (çàêîí çì³íè ä³àìåòðà d(x) =

( )0 1 /d x l= +  (ðèñ. 5.94) âèçíà÷èòè ïðîãèí Kw  ïåðåð³çó K, äëÿ ÷îãî çàïè-

ñàòè ³íòåãðàë Ìîðà äëÿ øóêàíîãî ïåðåì³ùåííÿ. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ Å.

Â³äïîâ³äü: à) ( )
3

4
0

32
83 120ln2 ;

3
K

Fl
w

E d
= −

π
 á) ( )

4

4
0

16
97 140ln2 .K

ql
w

E d
= −

π
5.106. Äëÿ áàëîê ïîñò³éíîãî ïåðåð³çó îòðèìàòè çàãàëüí³ âèðàçè äëÿ êóòà

ïîâîðîòó ïåðåð³çó серθ  ³ ïðîãèíó серw  ïîñåðåäèí³ ïðîãîíó ³ êóò³â ïîâîðî-

òó 
А

θ  ³ 
В

θ  íà îïîðàõ (ðèñ. 5.95). Æîðñò-

ê³ñòü ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó Å².

Â³äïîâ³äü: äèâ. òàáë. 5.10.
5.107. Äëÿ áàëîê, çàòèñíåíèõ îäíèì

ê³íöåì (ðèñ. 5.96), çà äîïîìîãîþ ³íòå-
ãðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ
âèãíóòî¿ îñ³ âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ êóòà
ïîâîðîòó ³ ïðîãèíó íà â³ëüíîìó ê³íö³
çà òàêèõ äàíèõ: à) 2 м,l = 30 �Н/м,q = Ðèñ. 5.89

Ðèñ. 5.91Ðèñ. 5.90

Ðèñ. 5.92
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Ðèñ. 5.93

Òàáëèöÿ 5.9

Ñõåìà
A

−θ
B

−θ
A

w−
B

w−

à
25

128
Fl

EI
0 0

33
256

Fl
EI

á
2

16
Fl

EI

2

16
Fl

EI

35
96

Fl
EI

3

48
Fl

EI

â
2

36
Fl

EI
0

37
324

Fl
EI

331
1296

Fl
EI

ã
2

18
Fl

EI
0

32
81

Fl
EI

319
648

Fl

EI

30 �Н м,M = ⋅  ïåðåð³ç — äâîòàâð ¹ 20; á) 2 м,l =  20 �Н,F =  20 �Н м,M = ⋅
ïåðåð³ç — äâîòàâð ¹ 18. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ â îáîõ âèïàäêàõ 52 10  МПа.E = ⋅

Â³äïîâ³äü: à) 
3

0,0054 рад,
6

ql Ml
EI EI

θ = − = −  
42

0;
2 8

qlMlw
EI EI

= − =  á) Ml
EI

θ = −
2

0,
2
Fl
EI

− =  
2 3

5,17 мм.
2 3
Ml Flw

EI EI
= − = −

5.108. Âèçíà÷èòè âåëè÷èíó
ïðîãèí³â ïîñåðåäèí³ ïðîãîíó ³
íà â³ëüíîìó ê³íö³ áàëêè, çîáðà-
æåíî¿ íà ðèñ. 5.97, ÿêùî .F qa=
ßê³  áóäóòü  ö³  ïðîãèíè,  ÿêùî
ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíå íàâàí-
òàæåííÿ q  ïîøèðèòè  íà  âñþ
äîâæèíó áàëêè? Æîðñòê³ñòü ïî-
ïåðå÷íîãî ïåðåð³çó Å².Ðèñ. 5.94
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Â³äïîâ³äü: à) 
47

,
48C

qa
w

EI
= −  Dw =

4

;
48

qa

EI
= −  á) 

4

,
4C

qa
w

EI
= −  

4

.
8D

qa
w

EI
=

5.109. Âèçíà÷èòè ñïîñîáîì Ìàê-
ñâåëëà — Ìîðà âåëè÷èíó ïðîãèíó
ïåðåð³çó C ³ êóòà ïîâîðîòó ïåðåð³çó D äëÿ áàëîê, çîáðàæåíèõ íà ðèñ.
5.98. Äàíî: 18 �Н,F =  10 �Н м,M = ⋅  12 �Н/м,q =   1 м,a =  ïåðåð³ç áàëîê —

Òàáëèöÿ 5.10

Ñõåìà
A

θ
B

θ
сер

θ
сер

w

à 0 0 0 0

á
2 

24
m l

EI
−

2 
24
m l

EI
0

35  
384

m l

EI
−

â
( )

6

mab l b

lEI

+
−

( )
6

mab l a

lEI

+
Ïðè :a b> Ïðè a > b:

( )2 23 4

48

mb l b
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äâîòàâð ¹ 10. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ E =
52 10  МПа.= ⋅

Â³äïîâ³äü: à) 
47

8,84 мм,
24

qa

EI
− = −  − =

3

6

qa

EI

= −0,00505  ðàä; á) 
2

6,32 мм,
4
Ma

EI
=  

3
Ma
EI

− =

0,00842 рад= − ; â)
3

2,525 мм,
18
Fa

EI
− = −  

2
0,002525 рад.

18
Fa

EI
− = −

5.110. Òåíçîìåòð AB ìàº êîåô³ö³ºíò çá³ëüøåííÿ 1000k =  ³ áàçó 20 ìì
(ðèñ. 5.99). Âèçíà÷èòè ïîêàçàííÿ òåíçîìåòðà, ÿêùî ìîäóëü ïðóæíîñò³ ïðè

ðîçòÿãàíí³ 52 10  МПа.E = ⋅
Â³äïîâ³äü: 10,6 ìì.
5.111. Âèçíà÷èòè, çà ÿêîãî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà k ïðîãèí ïåðåð³çó Ñ

äîð³âíþâàòèìå íóëþ (ðèñ. 5.100). Çà çíàéäåíîãî çíà÷åííÿ k ïîáóäóâàòè åïþ-
ðó çãèíàëüíèõ ìîìåíò³â ³ çîáðàçèòè îð³ºíòîâíèé âèä ïðóæíî¿ ë³í³¿ áàëêè.

Â³äïîâ³äü: 8/5.k =
5.112. Ïåðåð³çè Ñ ñòàëåâèõ áàëêè ÀÂ ³ äðîòó ï³ä ÷àñ ñêëàäàííÿ ç’ºäíó-

þòüñÿ (ðèñ. 5.101). Âèçíà÷èòè ñèëó íàòÿãó äðîòó, ÿêùî äî ç’ºäíàííÿ ðîç-
õîäæåííÿ 3 мм,∆ =  áàëêà ìàëà äîâæèíó 1 мl =  ³ êâàäðàòíèé ïåðåð³ç b b× =

40 40 мм,= ×  äð³ò — äîâæèíó 40 ммh =  ³ ä³àìåòð 5 мм,d =  ìîäóëü ïðóæ-

íîñò³ 52 10  МПа.E = ⋅

Â³äïîâ³äü: 
2 2

2 2 2

4
5,08 �Н.

16

Ed b
N

d l b h

π∆= =
π +

5.4.�Розрах�но��статично5.4.�Розрах�но��статично5.4.�Розрах�но��статично5.4.�Розрах�но��статично5.4.�Розрах�но��статично
невизнач�ваних�стрижнівневизнач�ваних�стрижнівневизнач�ваних�стрижнівневизнач�ваних�стрижнівневизнач�ваних�стрижнів

5.113. Ðîçêðèòè ñòàòè÷íó íåâèçíà÷óâàí³ñòü áàëêè, çîáðàæåíî¿ íà ðèñ.
5.102, âèçíà÷èòè îïîðí³ ðåàêö³¿, ïîáóäóâàòè åïþðè çãèíàëüíèõ ìîìåíò³â
³ ïîïåðå÷íèõ ñèë, ï³ä³áðàòè äâîòàâðîâèé ïåðåð³ç áàëêè çà äîïóñòèìîãî íîð-
ìàëüíîãî íàïðóæåííÿ 160 ÌÏà, âèçíà÷èòè âåëè÷èíó íàéá³ëüøîãî ïðîãè-
íó áàëêè ³ ïîð³âíÿòè éîãî ç íàéá³ëüøèì äîïóñòèìèì ïðîãèíîì [ ] 0,002 w =
ïðîãîíó áàëêè. Ìîäóëü ïðóæíîñò³ 52 10  МПа.E = ⋅

Ðèñ. 5.100Ðèñ. 5.99

Ðèñ. 5.101


