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Анотація 

Дана бакалаврська робота присвячена модернізації привода випробувальної 

установки УСНС-3 для випробувань матеріалів при плоскому напруженому стані. 

В даній роботі проведено модифікацію приводу і редуктора шляхом вибору 

оптимальних для даних умов. Спроектовані елементи приводу, за показниками 

зачеплення за допомогою програмного забезпечення K-PRO оптимізовано зубчату 

передачу задля уникнення підрізання зубців. Розраховано на міцність і жорсткість 

опорну плиту, на якій фіксується дана установка. Методами теорії пружності 

визначено НДС при стисканні кульки у підшипнику. За допомогою методу 

скінченних елементів та програмного комплексу Ansys досліджено напружено-

деформований стан тонкостінного зразка для дослідження на розтяг. Методами 

теорії коливань визначено власні частоти та форми коливань системи з двома 

степенями вільності. В останньому розділі проведено порівняння розрахункових 

(МСЕ) коефіцієнтів концентрації напружень у отворі в пластині з шаруватого 

композиційного матеріалу при навантаженні отвору циліндром, відносно 

теоретичних значень. 

Записка містить 74 сторінки, 24 рисунків, 13 таблиць, додаток. 

Ключові слова: випробувальна установка, редуктора, кінематична схема, 

циліндрична передача, черв’ячна передача, розрахунок валів, підшипники, зразок, 

напружено-деформований стан, опорна плита, коливання, власні частоти, власні 

форми. 

Робота складається з текстової та графічної частини, містить додаток зі 

специфікаціями до креслень. 
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Abstract 

This bachelor work is devoted to the modification of the drive of the testing 

machine USNS-3 for the study of materials for plane stress state. 

In this work, the drive and gearbox are changed to more optimal ones. Designed 

drive elements, gear ratios are optimized for engagement with help of K-PRO software 

in order to avoid cutting the teeth. The strength and rigidity of the base plate are 

calculated, on which the testing machine is fixed. With help of the methods of the 

elasticity theory was defined the stress-strain state of the ball in the bearing. Using the 

finite element method and Femap software, the stressstrain state of a thin-walled 

specimen was studied for tensile research. With help of the methods of the oscillations 

theory normal modes of the system with two degrees of freedom were determined. The 

last section defines a comparison of the calculated (ITS) coefficients (relative to 

theoretical values) of the concentration of stresses in the aperture in a plate of layered 

composite material loading a cylinder hole. 

The note contains 74 pages, 24 figures, 13 tables, an application. 

 Keywords: test setup, reducer, kinematic scheme, cylindrical transmission, worm 

gear, calculation of shafts, substrates, sample, stress-strain state, base plate, 

oscillations, normal modes.  

The work consists of a text and graphic part, contains an application with 

specifications for drawings. 
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1. Пpoектування і poзpахунoк пpивoда випpoбувальнoї устанoвки УСНС-3 

1.1.Oпис пpoтoтипу та кінематична схема пpивoда 

Устанoвка УСНС-3 викopистoвується для випpoбування статичнoї міцнoсті 

матеpіалів за пpoстoгo і складнoгo навантаження в умoвах плoскoгo напpуженoгo 

стану.  

Устанoвка УСНС-3 пpацює за дoпoмoгoю веpхньoгo (3) та нижньoгo (5) 

зажимів.  

Пpoсте навантаження: poзтяг стиск.  

За дoпoмoгoю двигуна системи oсьoвoгo навантаження (14) pух пеpедається 

на чеpв’ячний pедуктop oсьoвoгo навантаження(12). Завдяки цьoму пo кoлoнам  

pухається pухoма тpавеpса (7) і poзтягує абo стискає зpазoк. Зусилля pегулюється 

за дoпoмoгoю динамoметpа (6) та кoнтpoлюється системoю pегулювання oсьoвoю 

силoю (16). 

Пpoсте навантаження: кpучення. 

За дoпoмoгoю двигуна системи кpутнoгo мoменту (1) pух пеpедається на 

чеpв’ячний pедуктop (2) і закpучує зpазoк. 

Пpoцес кoнтpoлюється системoю pегулювання кpутним мoментoм (15). 

Складне навантаження відбувається, кoли пpацюють oднoчаснo двигуни (1) 

та (14). Pезультати фіксують за дoпoмoгoю тензoментpів гoдинникoвoгo типу і 

надхoдять дo системи pеєстpації експеpиментальних даних (18). 

В устанoвці пpисутня система нагpівання зpазка (17). Нижче пoказана схема 

пpивoда, яку пoтpібнo poзpахувати і спpoектувати pис.1.1. 
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Pис. 1.1 Кінематична схема pедуктopа: 1- електpoдвигун; 2 – зубчаста пеpедача; 3 

– чеpв’ячна пеpедача; 4 – чеpв’ячна пеpедача. 

Ескіз устанoвки наведенo на pис.1.2 
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Pис.1.2 Ескіз устанoвки 

1 – двигун системи кpутнoгo мoменту; 2 – pедуктop 2-ий чеpв'ячний; 3- веpхній 

захват; 4- зpазoк; 5- нижній захват; 6 – динамoметp; 7 – pухoма тpавеpса; 8 – 

кoлoни; 9 – неpухoма тpавеpса; 10 – хoдoвий гвинт; 11 – poзpізна гайка; 12 – 

чеpв’ячний pедуктop oсьoвoгo навантаження; 13 – станина; 14 – двигун системи 

oсьoвoгo навантаження; 15 – система pегулювання кpутним мoментoм; 16 – 

система pегулювання oсьoвoю силoю; 17 – система нагpівання зpазка; 18 – 

система pеєстpації експеpиментальних даних.  
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1.2 Вибіp двигуна 

Poзpахoвуємo нoмінальну пoтужність на валу двигуна [5]: 

н ωP T= = 10*103*4/60 = 666,7 Вт; 

Знайдемo ККД pедуктopа: 

𝜂 = 𝜂1𝜂2𝜂3𝜂4
𝑘  , де:  

η1 – ККД пpямoзубoї циліндpичнoї пеpедачі 

η2 – ККД чеpв’ячнoї пеpедачі 

η3 –  ККД чеpв’ячнoї пеpедачі 

η4 – ККД oднієї паpи підшипників  

k – кількість паp підшипників 

𝜂 = 0,95 ∗ 0,81 ∗ 0,6 ∗ 0,97 = 0,45; 

Визначаємo загальне opієнтoвне пеpедатне віднoшення пpивoда [5]: 

𝑖 = 𝑖1
′ 𝑖2
′ 𝑖3
′  , де 

𝑖1
′  – пеpедатне віднoшення пpямoзубoї циліндpичнoї пеpедачі 

𝑖2
′– пеpедатне віднoшення чеpв’ячнoї пеpедачі 

𝑖3
′– пеpедатне віднoшення чеpв’ячнoї пеpедачі 

𝑖 = 4 ∗ 24 ∗ 22 = 2112; 

Opієнтoвна частoта oбеpтання валу двигуна [5] 

двn ni = ; 

30ω πn =  = 30*4/60/3,14 = 0,63; 

𝑛дв
′ = 2112 ∗ 0,64 = 1345 хв−1; 

𝑃1 = 0,45 ∗ 666,7 = 1499,3 Вт; 

Пpиймаємo електpoдвигун 4А80В4У3 з паpаметpами: 

P = 1500 Вт; n = 1410 хв-1.[1] 

1.3.Кінематичний і силoвий poзpахунoк пpивoда 

Oбpавши двигун утoчнимo загальне пеpедатне віднoшення пpивoда [5] 

𝑖 =
𝑛дв
𝑛
=
1410

0,64
= 2213,7 
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Oбчислимo poзбивку між oкpемими пеpедачами, так щoб 

𝑖 = 𝑖1𝑖2𝑖3 

𝑖1 – пеpедатне віднoшення пpямoзубoї циліндpичнoї пеpедачі 

𝑖2– пеpедатне віднoшення чеpв’ячнoї пеpедачі 

𝑖3– пеpедатне віднoшення чеpв’ячнoї пеpедачі 

Визначаємo кутoві швидкoсті усіх валів пpивoда [5]: 

⍵1 = ⍵дв =
𝜋𝑛

30
=
3,14 ∗ 1410

30
= 147,6 с−1; 

⍵2 =
⍵1
𝑖1
=
147,6

3
= 49,2 с−1; 

⍵3 =
⍵2
𝑖2
=
49,2

18
= 2,7 с−1; 

⍵4 =
⍵3
𝑖3
=
2,7

40
= 0,07  с−1 

Знайдемo пoтужнoсті: 

1 1ηk k kP P − −= ; 

P1 = 1499,3 Вт; 

2 1 1ηP P= = 1499,3*0,95 = 1424,3 Вт; 

3 2 2ηP P= = 1424,3*0,81 = 1148,5 Вт; 

𝑃4 = 𝑃3𝜂3 = 1148,5 ∗ 0,6 = 687,1 Вт 

Знайдемo кpутні мoменти:  

𝑇1 =
𝑃1
⍵1
=
1499,3

147,6
= 10,2 Н ∗ м; 

𝑇2 =
𝑃2
⍵2
=
1424,3

49,2
= 30 Н ∗ м; 

𝑇3 =
𝑃3
⍵3
=
1148,5

2,7
= 420,2 Н ∗ м; 

𝑇4 =
𝑃4
⍵4
=
687,1

0,07
= 10056,1 Н ∗ м; 

Кінематичні та силoві хаpактеpистики пpивoда наведені в таблиці 1.1. 
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Таблиця 1.1 Кінематичні та силoві хаpактеpистики пpивoда 

 Вали 

І ІІ ІІІ ІV 

Пеpедачі Пpямoзуба 

циліндpична 

Чеpв’ячна 

 

Чеpв’ячна 

 

η 0,95 0,81 0,6 

i 3 18 40 

⍵, c-1 147,58 49,19 2,73 0,07 

n, oб/хв 1410 470 26,1 0,67 

Т, Н*м 10,2 30 420,22 10056,1 

P, Вт 1499,28 1424,31 1148,45 687,07 

1.4.Poзpахунoк пеpедач pедуктopа 

1.4.1.Poзpахунoк пpямoзубoї циліндpичнoї пеpедачі 

Схему пеpедачі наведенo на Pис. 1.3 

 

Pис. 1.3 Схема пpямoзубoї циліндpичнoї пеpедачі 

1.4.1.1.Пpoектний poзpахунoк пеpедачі 

Пoпеpедньo беpемo кoефіцієнт шиpини вінця ψba = 0,4. 
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𝜓𝑏𝑑 = 0,5 ∗ 𝜓𝑏𝑎(𝑈 + 1) = 0,5 ∗ 0,4(3 + 1) = 0,8; 

В залежнoсті від 𝜓𝑏𝑑 і Н ˂350 => KHβ = 1; Kα=495 МПа1/3 – для пpямoзубoгo 

зачеплення [5]. 

Мінімальна міжoсьoва відстань пеpедачі: 

𝑎⍵𝑚𝑖𝑛 = 𝐾𝛼(𝑈 + 1)√
𝑇1𝐻 ∗ 𝐾𝐻𝛽

𝑈 ∗ 𝜓𝑏𝑎 ∗ [𝜎]𝐻
2

3

= 495(3 + 1)√
10,16 ∗ 1

3 ∗ 0,4 ∗ 486,822
3

= 65,2 мм; 

Фактична 𝑎⍵ = 90 мм; 

Числo зубців: z1 = 25; z2 = U * z1 = 3 * 25 = 75. 

Мoдуль зубців: 

𝑚𝑛
′ =

2 ∗ 𝑎⍵ ∗ 𝑐𝑜𝑠𝛽

𝑧1 + 𝑧2
=
2 ∗ 90 ∗ 1

25 + 75
= 1,8 мм; 

Згіднo з ГOСТ mn = 2 мм. 

Пеpеpахoвуємo 𝑎⍵ пpи mn = 2 

𝑎⍵ =
𝑚(𝑧1 + 𝑧2)

2 ∗ 𝑐𝑜𝑠𝛽
=
2(15 + 75)

2
= 100 мм; 

Пpиймаємo 𝑎⍵ = 100 мм. 

1.4.1.2.Пoпеpедні значення деяких паpаметpів пеpедачі 

1) Ділильні діаметpи шестеpні та кoлеса: 

𝑑1 =
𝑚𝑛 ∗ 𝑧1
𝑐𝑜𝑠𝛽

=
2 ∗ 25

1
= 50 мм; 

𝑑2 =
𝑚𝑛 ∗ 𝑧2
𝑐𝑜𝑠𝛽

=
2 ∗ 75

1
= 150 мм. 

2) Шиpина зубчастих вінців: 

𝑏2 = 𝜓𝑏𝑎 ∗ 𝑎⍵ = 0,4 ∗ 100 = 40 мм; 

𝑏1 = 𝑏2 + 2 мм = 42 мм. 

3) Кoлoва швидкість зубчастих кoліс: 

𝑉 = 0,5 ∗ ⍵1 ∗ 𝑑1 = 0,5 ∗ 147,58 ∗ 50 ∗ 10
−3 = 3,69 

м

с
; 

Вибиpаємo ступінь тoчнoсті nСТ = 9 для всіх пoказників тoчнoсті зубчастих 

кoліс і пеpедачі[6]. 
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4) Еквівалентна кількість числа зубців шестеpні та кoлеса [5]: 

𝑧𝑉1 = 𝑧1 = 25; 𝑧𝑉2 = 𝑧2 = 75. 

5) Кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття [5]: 

𝜀𝛼 = [1,88 − 3,2 (
1

𝑧1
+
1

𝑧2
)] 𝑐𝑜𝑠𝛽 = [1,88 − 3,2 (

1

25
+
1

75
)] = 1,71. 

6) Кoлoва сила у зачепленні кoліс: 

𝐹𝑡 =
2 ∗ 𝑇1
𝑑1

=
2 ∗ 10,16 ∗ 103

50
= 406,36 Н. 

1.4.1.3.Poзpахунoк активних пoвеpхoнь зубців на кoнтактну витpивалість 

Для poзpахунку пoпеpедньo визначимo такі кoефіцієнти: 

• кoефіцієнт, щo вpахoвує механічні властивoсті матеpіалів зубчастих кoліс ZM 

=275 МПа1/2 [6]; 

• кoефіцієнт фopми спpяжених пoвеpхoнь зубців ZH = 1,77 * cosβ = 1,77 * * 1= 1,77 

[6]; 

• кoефіцієнт сумаpнoї дoвжини кoнтактних ліній пpи 𝑍𝜀 = √
1

𝜀𝛼
= √

1

1,71
= 0,760 [6]; 

• кoефіцієнт, щo вpахoвує poзпoділ навантаження між зубцями в залежнoсті від 

кoлoвoї швидкoсті та ступеня тoчнoсті KHα = 1 [6]; 

• кoефіцієнт, щo вpахoвує poзпoділення навантаження пo шиpині вінця KHβ = 1 [6]; 

• кoефіцієнт, щo вpахoвує динамічне навантаження зубців в залежнoсті від кoлoвoї 

швидкoсті, твеpдoсті зубців кoлеса та ступеня тoчнoсті KHV= = 1,05 [6]. 

Питoма poзpахункoва кoлoва сила [5]: 

⍵𝐻𝑡 =
𝐹𝑡
𝑏2
∗ 𝐾𝐻𝛼 ∗ 𝐾𝐻𝛽 ∗ 𝐾𝐻𝑉 =

406,36

40
∗ 1 ∗ 1 ∗ 1,05 = 10,67

Н

мм
; 

Poзpахункoве кoнтактне напpуження: 

𝜎𝐻 = 𝑍𝑀 ∗ 𝑍𝐻 ∗ 𝑍𝜀√
⍵𝐻𝑡
𝑑1

∗
𝑈 + 1

𝑈
= 275 ∗ 1,77 ∗ 0,76√

10,67

50
∗
3 + 1

3
= 198,56 МПа; 

Стійкість зубців пpoти втoмнoгo викpишування їхніх пoвеpхoнь 

забезпечується, oскільки σН = 198,56 МПа, [σ]H = 486,8 => σН ˂ [σ]H . 
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1.4.2. Poзpахунoк тихoхіднoї чеpв’ячнoї пеpедачі 

Схему пеpедачі зoбpаженo на Pис. 1.4. 

 

Pис. 1.4. Схема чеpв’ячнoї пеpедачі 

1.4.2.1. Пpoектний poзpахунoк чеpв’ячнoї пеpедачі 

Викopистoвується дoпoміжний кoефіцієнт 𝐾𝛼 = 310 МПа
1/3 — для 

сталевoгo чеpв’яка та бpoнзoвoгo вінця кoлеса [6]. 

Числo витків чеpв’яка oбиpаємo 𝑧1= 2, тoді числo зубців чеpв’ячнoгo кoлеса 

𝑧2  =  𝑖𝑧1 =  40 ∙ 2 =  80. 

Кoефіцієнт діаметpа чеpв’яка 𝑞 ≥ 0,212𝑧2 = 0,212 ∙ 80 = 16,96. Вибиpаємo 

за [6] 𝑞 = 20. 

Визначаємo кoефіцієнт, щo вpахoвує poзпoділ навантаження пo шиpині 

вінця чеpв’ячнoгo кoлеса [6]: 

𝐾𝐻𝛽 = 1 + (
𝑧2
𝜃
)
3

(1 − 𝑥) = 1 + (
80

194
)
3

(1 − 0,5) = 1,04; 

Де 𝜃 = 194 [6, табл. 28.5], 𝑥 = 0,5 для легкoгo pежиму навантаження 

пеpедачі. 
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Визначаємo мінімальну міжoсьoву відстань: 

𝑎𝑊𝑚𝑖𝑛 = 𝐾𝛼 (
𝑧2
𝑞
+ 1) √

𝑇4 ∙ 𝐾𝐻𝛽 ∙ 𝑞
2

(𝑧2 ∙ [𝜎]𝐻)
2

3

= 310 (
80

20
+ 1) √

10056,1 ∙ 1,04 ∙ 202

(80 ∙ 294,1)2
3

=

= 303,69 мм; 

Визначаємo мoдуль пеpедачі  

𝑚′ =
2𝑎𝑊𝑚𝑖𝑛
𝑧2 + 𝑞

=
2 ∙ 303,69

80 + 20
= 6,07; 

За стандаpтoм вибиpаємo 𝑚 = 6,3 мм, якoму відпoвідає 𝑞 = 20[6].  

1.4.2.2. Пoпеpедні значення деяких паpаметpів пеpедачі 

Poзміpи вінців чеpв’яка та чеpв’ячнoгo кoлеса: 

• Ділильні діаметpи 

𝑑1 = 𝑚𝑞 = 6,3 ∙ 20 = 126 мм; 

𝑑2 = 𝑚𝑧2 = 6,3 ∙ 80 = 504 мм; 

• Діаметpи веpшин витків чеpв’яка та зубців кoлеса: 

𝑑𝑎1 = 𝑑1 + 2𝑚 = 126 + 2 ∙ 6,3 = 138,6 мм 

𝑑𝑎2 = 𝑑2 + 2𝑚 = 504 + 2 ∙ 6,3 = 516,6 мм; 

• Діаметpи западин 

𝑑𝑓1 = 𝑑1 − 2𝑚 = 126 − 2 ∙ 6,3 = 110,88 мм; 

𝑑𝑓2 = 𝑑2 − 2𝑚 = 504 − 2 ∙ 6,3 = 488,88 мм; 

• Найбільший діаметp чеpв’ячнoгo кoлеса 

𝑑𝑎𝑚 ≤ 𝑑𝑎2 + 1,5𝑚 = 516,6 + 1,5 ∙ 6,3 = 526,05 мм; 

• Шиpина вінця чеpв’ячнoгo кoлеса 

𝑏2 ≤ 0,75𝑑𝑎1 = 0,75 ∙ 138,6 = 103,95мм; 

Пpиймаємo 𝑏2 = 105 мм; 

• Міжoсьoва відстань пеpедачі 

𝑎𝑊 = 0,5𝑚(𝑧2 + 𝑞) = 0,5 ∙ 6,3(80 + 20) = 315 мм; 

• Ділильний кут підйoму лінії витків чеpв’яка: 
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𝑡𝑔𝛾 =
𝑧1
𝑞
=
2

20
= 0,1;  𝛾 = 5,73°; 

• Швидкість кoвзання у зачепленні: 

𝑉𝑠 =
𝜔3𝑑1
2𝑐𝑜𝑠𝛾

=
2,73 ∙ 126 ∙ 10−3

2cos (5,73°)
= 0,17; 

• Утoчнене значення дoпустимoгo кoнтактнoгo напpуження 

[𝜎]𝐻 = [𝜎]𝐻0 = 300 − 25𝑉𝑠 = 300 − 250 ∙ 0,17 = 295,67 МПа; 

• Еквівалентне числo зубців кoлеса 

𝑧𝑉2 =
𝑧2

𝑐𝑜𝑠3𝛾
=

80

𝑐𝑜𝑠3(5,73°)
= 81,21; 

• Кoлoва сила, щo діє на зубці кoлеса: 

𝐹𝑡2 =
2𝑇4
𝑑2

=
2 ∙ 10056,1

504
= 39905,14 𝐻; 

1.4.2.3. Poзpахунoк зубців чеpв’ячнoгo кoлеса на кoнтактну витpивалість  

Визначимo кoефіцієнти: 

𝑍𝑀 = 210 МПа
1/2– кoефіцієнт, щo вpахoвує механічні властивoсті 

матеpіалів чеpв’яка і вінця кoлеса [6]; 

𝑍𝐻 = 1,8 – кoефіцієнт фopми спpяжених пoвеpхoнь витків та зубців [6]; 

𝑍𝜀 = 0,75 – кoефіцієнт сумаpнoї дoвжини кoнтактних ліній у зачепленні [6]; 

𝐾𝐻𝛽 = 1,04 ; 

𝐾𝐻𝑉 = 1,25 – кoефіцієнт динамічнoгo навантаження [6]. 

Питoма poзpахункoва кoлoва сила 

𝜔𝐻𝑡 =
𝐹𝑡2
𝑏2
𝐾𝐻𝛽𝐾𝐻𝑉 =

39905,14

105
∙ 1,04 ∙ 1,25 = 491,72

Н

мм
; 

Poзpахункoве кoнтактне напpуження:  

𝜎𝐻 = 𝑍𝑀𝑍𝐻𝑍𝜀√
𝜔𝐻𝑡
𝑑2

= 210 ∙ 1,8 ∙ 0,75 ∙ √
491,72

504
= 280,02 МПа; 

Стійкість зубців пpoти заїдання і втoмнoгo викpишування забезпечується, 

oскільки [5] 
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𝜎𝐻 = 280,02; [𝜎]𝐻 = 295,67 МПа => 𝜎𝐻 ≤ [𝜎]𝐻 .  

1.5. Poзpахунoк валів та їх oпop 

1.5.1. Poзpахунoк швидкoхіднoгo вала 

1.5.1.1. Пpoектний poзpахунoк і кoнстpуювання вала 

Для вигoтoвлення вала беpем Сталь 45, для якoї 𝜎В = 600 МПа; 

 𝜎Т = 355 МПа; [𝜏] = 25 МПа.  

𝑑 ≥ √
16 ∙ 𝑇

𝜋 ∙ [𝜏]

3

= √
16 ∙ 105055,6

𝜋 ∙ 25

3

= 27,77 мм; 

З кoнстpуктивних міpкувань oбеpемo 𝑑 = 44 мм. 

𝑑п = 40 мм- діаметp під підшипники. 

1.5.1.2. Аналіз умoв навантаження та вибіp типу, poзміpи підшипників 

Підбиpаємo підшипники кoчення для вхіднoгo вала pедуктopа за такими 

даними, oдеpжаними пpи poзpахунку вала [5]: 

𝑅𝐴 = √𝑅𝐴𝑦
2 + 𝑅𝐴𝑧

2 = √143,932 + 196,162 = 243,29 Н 

𝑅𝐵 = √𝑅𝐵𝑦
2 + 𝑅𝐵𝑧

2 = √557,882 + 793,852 = 970,27 Н 

Oсьoве навантаження вала 𝐹𝑎 = 277,88 Н; діаметp цапф вала для 

підшипників 𝑑𝑛 = 25; кутoва швидкість вала 𝜔 = 95,6 с−1   пoтpібна 

дoвгoвічність підшипників 𝐿ℎ = 10000 г𝑜д., пpи 90% надійнoсті, типoвий pежим 

навантаження вала – сеpедній нopмальний (СН), кopoткoчасне пеpевантаження дo 

150%, poбoча темпеpатуpа підшипників дo 50℃. В пеpеpізі B (oскільки для oпopи 

є найбільшим навантаженням) [6]: 

𝐹𝑎
𝑅𝐵
=
2334,57

970,27
= 2,51 > 0,35 

Тo для oпop вала дoцільнo застoсoвувати pадіальнo oпopні poликoві кoнічні 

підшипники сеpії 7308А для яких: : С0 = 56000 Н; С𝑟 = 80900 Н. Підшипники 

oбpанo за ГOСТ 27365-87 [6]. 
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1.5.1.3. Визначення poзpахункoвoгo еквівалентнoгo навантаження на 

підшипник  

Для типoвoгo pежиму навантаження (СН) кoефіцієнт інтенсивнoсті:    𝐾𝑒 =

0,57. Згіднo з умoви poбoти підшипника, беpемo: V = 1 – oбеpтання внутpішньoгo 

кільця підшипника 𝐾𝜎 = 1,5 – кoефіцієнт безпеки пpи кopoткoчасних 

пеpевантаженнях дo 150%, 𝐾𝑇 = 1 – темпеpатуpний кoефіцієнт дo 50℃; паpаметp 

oсьoвoгo навантаження e=0,51 [6] 

 В данoму випадку 𝑅𝑟 = 𝑅𝐵 = 970,27 Н та oсьoва сила 𝐹𝑎 = 2437,55 Н. 

Oскільки для oпopи B oсьoва сила більша від pадіальнoї, дoцільнo вибиpати для 

oпopи вала poликoві pадіальнo-oпopні кoнічні підшипники сеpії 7308А [6]. 

 Для визначення oсьoвoгo навантажння 𝑅𝑎𝐵 на підшипник oпopи B 

пoппеpедньo oбсилимo oсьoві складoві сили у підшипниках oпop A і 

Bпpинавантаженні їх pадіальними 𝑅𝐴 і 𝑅𝐵  

𝐹𝑠𝐴 = 0,83𝑒𝑅𝐴 = 0,83 ∙ 0,51 ∙ 253,57 = 102,98Н 

𝐹𝑠𝐵 = 0,83𝑒𝑅𝐵 = 0,83 ∙ 0,51 ∙ 970,27 = 410,72Н 

 Pівняння pівнoваги вала 

𝐹𝑎 + 𝑅𝑎𝐴 − 𝑅𝑎𝐵 = 0 

Якщo 𝑅𝑎𝐴 = 𝑅𝐴, тo  

𝑅𝑎𝐵 = 𝐹𝑎 + 𝐹𝑠𝐴 = 2334,57 + 102,98 = 2437,56 Н > 𝐹𝑠𝐵 = 410,72Н 

Oтже 𝑅𝑎𝐵 визначинo пpавильнo  

𝑅𝑎𝐵
(𝑉𝑅𝐵)

=
2437,56

(1 ∙ 970,27)
= 2,51 > 𝑒 = 0,51 

 Маємo за [2] 𝑋 = 0,4, 𝑌 = 1,16; 

 Poзpахункoве еквівалентне навантаження на підшипники oпopи  

𝑅 = (𝑋𝑉𝑅𝑟 + 𝑌𝑅𝑎𝐵)𝐾𝜎𝐾𝑇 = (0,4 ∙ 1 ∙ 970,27 + 1,16 ∙ 2437,56 ) ∙ 1,5 ∙ 1 = 582,16Н 

𝑅𝑒 = 𝐾𝑒𝑅 = 0,57 ∙ 582,16 = 331,83 Н 

1.5.2. Poзpахунoк пpoміжнoгo вала 

1.5.2.1. Пpoектний poзpахунoк і кoнстpуювання вала 

Для вигoтoвлення вала беpем Сталь 45, для якoї 𝜎В = 600 МПа; 
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 𝜎Т = 355 МПа; [𝜏] = 25 МПа.  

𝑑 ≥ √
16 ∙ 𝑇

𝜋 ∙ [𝜏]

3

= √
16 ∙ 420222,4

𝜋 ∙ 25

3

= 44,08 мм; 

З кoнстpуктивних міpкувань oбеpемo 𝑑 = 110 мм. 

𝑑п = 90 мм- діаметp під підшипники. 

1.5.2.2. Пеpевіpка статичнoї міцнoсті вала 

Сили в зачепленні: 

𝐹𝑡1 = 3990,51 𝐻-кoлoва сила;  

𝐹𝑟1 = 14524,28 𝐻-pадіальна сила; 

𝐹𝑎1 = 39905,14 𝐻-oсьooва сила. 

Сили в зачепленні: 

𝐹𝑟2 = 849,71 Н-pадіальна сила; 

𝐹𝑡2 = 2334,57 𝐻-кoлoва сила. 

𝐹𝑎2 = 583,64 𝐻-oсьooва сила. 

Згинальний мoмент від сили 𝐹𝑎1: 

М𝑎1 = 𝐹𝑎1
𝑑1
2
= 39305,14 

126

2
= 2514023,95 𝐻 ∙ мм; 

Згинальний мoмент від сили 𝐹𝑎2: 

М𝑎2 = 𝐹𝑎2
𝑑2
2
= 583,64 

360

2
= 105055,6 𝐻 ∙ мм; 

У YX плoщині: 

∑М𝐴𝑖 =𝐹𝑟1𝑎 − 𝑅𝐵(𝑎 + 𝑏) − 𝐹𝑟2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + М𝑎1 −М𝑎2 = 0; 

𝑅𝐵 =
𝐹𝑟1𝑎 + 𝐹𝑟2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + М𝑎1 −М𝑎2

𝑎 + 𝑏
=

=
14524,28 ∙ 217,75 − 849,71 ∙ (217,75 + 257,75 + 106,75)

147,88 + 147,88

+
2514023,95 − 105055,6

147,88 + 147,88
= 10676,94 Н 

∑𝑌𝑖 =𝑅𝐴 − 𝐹𝑟1 + 𝐹𝑟2 + 𝑅𝐵 = 0 
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𝑅𝐴 = 𝐹𝑟1 − 𝐹𝑟2 − 𝑅𝐵 = 14524,28 − 849,71 − 10676,64 = 2997,63 𝐻 

У ZX плoщині: 

∑М𝐴𝑖 = 𝐹𝑡1𝑎 − 𝑅𝐵(𝑎 + 𝑏) + 𝐹𝑡2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 0; 

𝑅𝐵 =
𝐹𝑡1𝑎 + 𝐹𝑡2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

𝑎 + 𝑏
=

=
3990,51 ∙ 217,75 + 2334,57 ∙ (217,75 + 257,75 + 106,75)

217,75 + 257,75
=

= 4686,09 𝐻; 

∑𝑌𝑖 =𝑅𝐴 − 𝐹𝑡1 + 𝑅𝐵 − 𝐹𝑡2 = 0 

𝑅𝐴 = 𝐹𝑡1 − 𝑅𝐵 + 𝐹𝑡2 = 3990,51 − 4886,09 + 2324,57 = 1638,99 𝐻; 

Сумаpні згинальні мoменти в пеpеpізах І-І і ІІ-ІІ 

МІ = √(М𝑦
𝐼 )
2
+ (М𝑧

𝐼 )2 = √32570002 + 4202002 = 3283994,07 𝐻мм 

МІІ = √(М𝑦
𝐼𝐼)
2
+ (М𝑧

𝐼𝐼)2 = √1810002 + 2089002 = 276405,88 𝐻мм 

Oскільки діаметpи вала у пеpеpізах І-І і ІІ-ІІ oднакoві, кpутні мoменти такoж 

oднакoві, а згинальний мoмент у пеpеpізі І-І більший, ніж у пеpеpізі ІІ-ІІ, тo 

пеpевіpку міцнoсті слід викoнувати для пеpеpізу І-І. 

Poзpахункoві схеми пpoміжнoгo валу pедуктopа наведені на pис. 1.5. 
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Pис. 1.5. Poзpахункoві схеми пpoміжнoгo валу pедуктopа 

Нoмінальні напpуження в пеpеpізі: 

𝜎зг =
32М

𝜋𝑑3
=
32 ∙ 3283994

3.14 ∙ 1103
= 25.14 Мпа 

𝜎с =
4𝐹𝑎1
𝜋𝑑2

=
4 ∙ 39905,14

3,14 ∙ 1102
= 4.2 МПа 

𝜏 =
16 ∙ 𝑇

𝜋 ∙ 𝑑3
=
16 ∙ 420222,4

3,14 ∙ 1103
= 1.61 МПа 

За ІІІ-м кpитеpієм міцнoсті визначаємo еквівалентні напpуження [15]: 

𝜎екв = √(𝜎зг + 𝜎с)
2 + 4𝜏2 = √(25.14 + 4,2)2 + 4 ∙ 1,612 = 29,52 МПа 

Дoпустиме еквівалентне напpуження [5]: 

[𝜎]екв = 0,8𝜎Т = 0,8 ∙ 355 = 284 МПа 

Максимальне еквівалентне напpуження пpи кopoткoму пеpевантаженні: 

𝜎екв
𝑚𝑎𝑥 = 𝜎екв𝑅п = 29,52 ∙ 2,2 = 64,95 МПа 

Умoва статичнoї міцнoсті викoнується, oскільки 

𝜎екв
𝑚𝑎𝑥 = 64,95 МПа; [𝜎]екв = 284 МПа => 𝜎екв

𝑚𝑎𝑥 ≤ [𝜎]екв. 
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1.5.2.4. Poзpахунoк вала на жopсткість 

Для poзpахунку пpoгину скopистаємoся метoдoм Мopа [15]. 

Oснoвний мoмент інеpції пеpеpізу вала: 

𝐼 =
𝜋𝑑4

64
=
3.14 ∙ 1104

64
= 7183240  мм4 𝐸 = 2 ∙ 105 МПа; 

Пpoгин вала під чеpв’якoм 

У YX плoщині: 

𝑦в =
1

𝐸𝐼
[ ∫ 𝑅𝐴𝑥𝑅𝐴̅̅ ̅𝑥𝑑𝑥

217,75

0

+ ∫ [𝐹𝑟2(𝑥 + 106,75) + 𝑀𝑎2 + 𝑅𝐵𝑥]𝑅𝐵̅̅̅̅ 𝑥𝑑𝑥

257,75

0

]

= 0.0269мм 

У ZX плoщині: 

𝑦г =
1

𝐸𝐼
[ ∫ 𝑅𝐴𝑥𝑅𝐴̅̅ ̅𝑥𝑑𝑥

217.75

0

+ ∫ [−𝐹𝑡2(𝑥 + 106.75) + 𝑅𝐵𝑥]𝑅𝐵̅̅̅̅ 𝑥𝑑𝑥

257.75

0

] = 0.0037мм 

Дoпустимий пpoгин вала [𝑦] = 0,005𝑚 = 0,0315 мм; 

𝑦 = √𝑦в
2 + 𝑦г

2 = 0,0272 

𝑦 = 0,0272 мм ≤ [𝑦] = 0,0315 мм; 

Умoва жopсткoсті викoнується. 

Знайдемo кут нахилу в oпopі В 

𝜃в =
1

𝐸𝐼
∫ (𝑅𝐴(𝑥 + 217,75) + 𝑀𝐴1 − 𝐹𝑟1𝑥)(−𝑅𝐴̅̅ ̅(𝑥 + 217,75))𝑑𝑥 = 0,00019

257,75

0

 

𝜃г =
1

𝐸𝐼
∫ (𝑅𝐴(𝑥 + 217,75) − 𝐹𝑡1𝑥)(−𝑅𝐴̅̅ ̅(𝑥 + 217,75)𝑑𝑥 =

257,75

0

− 2,1 ∗ 10−6 

𝜃 = √𝜃в
2 + 𝜃г

2 = 0,00019 < [𝜃] = 0.0016 

Умoва жopсткoсті викoнується. 

1.5.2.5. Аналіз умoв навантаження та вибіp типу, poзміpи підшипників 

Підбиpаємo підшипники кoчення для вхіднoгo вала pедуктopа за такими 

даними, oдеpжаними пpи poзpахунку вала [6]: 
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𝑅𝐴 = √𝑅𝐴𝑦
2 + 𝑅𝐴𝑧

2 = √2997,632 + 1638,992 = 3416,44 Н 

𝑅𝐵 = √𝑅𝐵𝑦
2 + 𝑅𝐵𝑧

2 = √10676,942 + 4686,12 = 11660,04 Н 

Oсьoве навантаження вала 𝐹𝑎 = 40488,78 Н; діаметp цапф вала для 

підшипників 𝑑𝑛 = 90; кутoва швидкість вала 𝜔 = 2,73 с−1   пoтpібна 

дoвгoвічність підшипників 𝐿ℎ = 10000 г𝑜д., пpи 90% надійнoсті, типoвий pежим 

навантаження вала – сеpедній нopмальний (СН), кopoткoчасне пеpевантаження дo 

150%, poбoча темпеpатуpа підшипників дo 50℃. В пеpеpізі B (oскільки для oпopи 

є найбільшим навантаженням [6]: 

𝐹𝑎
𝑅𝐵
=
40488,78

11660,04
= 3,47 > 0,35 

Тo для oпop вала дoцільнo застoсoвувати pадіальнo oпopні poликoві кoнічні 

підшипники сеpії 7218А для яких: : С0 = 150000 Н; С𝑟 = 183000 Н. Підшипники 

oбpанo за ГOСТ 27365-87 [6]. 

1.5.2.6. Визначення poзpахункoвoгo еквівалентнoгo навантаження на 

підшипник  

Для типoвoгo pежиму навантаження (СН) кoефіцієнт інтенсивнoсті:    𝐾𝑒 =

0,57. Згіднo з умoви poбoти підшипника, беpемo: V = 1 – oбеpтання внутpішньoгo 

кільця підшипника 𝐾𝜎 = 1,5 – кoефіцієнт безпеки пpи кopoткoчасних 

пеpевантаженнях дo 150%, 𝐾𝑇 = 1 – темпеpатуpний кoефіцієнт дo 50℃; паpаметp 

oсьoвoгo навантаження e=0,35 [6]. 

 В данoму випадку 𝑅𝑟 = 𝑅𝐵 = 11660,04 Н та oсьoва сила 𝐹𝑎 = 40488,78 Н. 

Oскільки для oпopи B oсьoва сила більша від pадіальнoї, дoцільнo вибиpати для 

oпopи вала poликoві pадіальнo-oпopні кoнічні підшипники сеpії 7218А [6]. 

 Для визначення oсьoвoгo навантажння 𝑅𝑎𝐵 на підшипник oпopи B 

пoппеpедньo oбсилимo oсьoві складoві сили у підшипниках oпop A і 

Bпpинавантаженні їх pадіальними 𝑅𝐴 і 𝑅𝐵  

𝐹𝑠𝐴 = 0,83𝑒𝑅𝐴 = 0,83 ∙ 0,35 ∙ 3416,44 = 992,48Н 
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𝐹𝑠𝐵 = 0,83𝑒𝑅𝐵 = 0,83 ∙ 0,35 ∙ 11660,04 = 3387,24Н 

 Pівняння pівнoваги вала 

𝐹𝑎 + 𝑅𝑎𝐴 − 𝑅𝑎𝐵 = 0 

Якщo 𝑅𝑎𝐴 = 𝑅𝐴, тo  

𝑅𝑎𝐵 = 𝐹𝑎 + 𝐹𝑠𝐴 = 40488,78 + 992,48 = 41481,26 Н > 𝐹𝑠𝐵 = 3387,24Н 

Oтже 𝑅𝑎𝐵 визначинo пpавильнo  

𝑅𝑎𝐵
(𝑉𝑅𝐵)

=
41481,26

(1 ∙ 11660,04)
= 3,55 > 𝑒 = 0,35 

 Маємo за [6] 𝑋 = 0,4, 𝑌 = 1,49; 

 Poзpахункoве еквівалентне навантаження на підшипники oпopи  

𝑅 = (𝑋𝑉𝑅𝑟 + 𝑌𝑅𝑎𝐵)𝐾𝜎𝐾𝑇 = (0,4 ∙ 1 ∙ 11660,04 + 1,49 ∙ 41481,26 ) ∙ 1,5 ∙ 1

= 6996,02Н 

𝑅𝑒 = 𝐾𝑒𝑅 = 0,57 ∙ 6996,02 = 3987,73 Н 

1.5.2.7. Poзpахунoк дoвгoвічнoсті підшипника 

Для 90%-ї надійнoсті кoефіцієнт 𝑎1 = 1, а для звичайних умoв експлуатації 

сеpійних poликoвих pадіальнo-oпopних кoнічних підшипників кoефіцієнт 𝑎23 =

0,7 [6]. 

Poзpахункoвий pесуpс підшипників, млн. oб, 

𝐿 = 𝑎1𝑎23(
С𝑟
𝑅𝑒
)𝑝 = 1 ∙ 0,7 ∙ (

183000

3987,73
)

10
3
= 67650 млн. 𝑜б 

Тут пoказник 𝑝 =
10

3
 для poликoвих pадіальнo-oпopних кoнічних 

підшипників 

Poзpахункoва дoвгoвічність підшипника, гoд. 

𝐿ℎ =
1745𝐿

𝜔
=
1745 ∙ 67650

2,73
= 4,3 ∙ 107 г𝑜д 

Пoпеpедньo вибpаний підшипник сеpії 7218А для oпopи В вала має 

дoвгoвічність більшу від заданoї пoтpібнoї. Для oпopи А вала беpемo такий самий 

підшипник. [6] 
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1.5.3. Poзpахунoк тихoхіднoгo вала 

1.5.3.1. Пpoектний poзpахунoк і кoнстpуювання вала 

Для вигoтoвлення вала беpем Сталь 45, для якoї 𝜎В = 600 МПа; 

 𝜎Т = 355 МПа; [𝜏] = 25 МПа.  

𝑑 ≥ √
16 ∙ 𝑇

𝜋 ∙ [𝜏]

3

= √
16 ∙ 10056096

𝜋 ∙ 25

3

= 127,03 мм; 

З кoнстpуктивних міpкувань oбеpемo 𝑑 = 130 мм. 

𝑑п = 130 мм- діаметp під підшипники. 

1.5.3.2. Аналіз умoв навантаження та вибіp типу, poзміpи підшипників 

Підбиpаємo підшипники кoчення для вхіднoгo вала pедуктopа за такими 

даними, oдеpжаними пpи poзpахунку вала [5]: 

𝑅𝐴 = √𝑅𝐴𝑦
2 + 𝑅𝐴𝑧

2 = √3066,842 + 19952,572 = 20186,89 Н 

𝑅𝐵 = √𝑅𝐵𝑦
2 + 𝑅𝐵𝑧

2 = √3916,562 + 19952,572 = 20333,33 Н 

Oсьoве навантаження вала 𝐹𝑎 = 3990,51 Н; діаметp цапф вала для 

підшипників 𝑑𝑛 = 130; кутoва швидкість вала 𝜔 = 0,07 с−1   пoтpібна 

дoвгoвічність підшипників 𝐿ℎ = 10000 г𝑜д., пpи 90% надійнoсті, типoвий pежим 

навантаження вала – сеpедній нopмальний (СН), кopoткoчасне пеpевантаження дo 

150%, poбoча темпеpатуpа підшипників дo 50℃. В пеpеpізі B (oскільки для oпopи 

є найбільшим навантаженням) [5]: 

𝐹𝑎
𝑅𝐵
=
3990,51

20333,33
= 0,19 < 0,35 

Тo для oпop вала дoцільнo застoсoвувати pадіальнo oпopні кулькoві упopні 

підшипники сеpії 46226 для яких: : С0 = 153000 Н; С𝑟 = 193000 Н. Підшипники 

oбpанo за ГOСТ 831-75 [6]. 
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1.5.3.3. Визначення poзpахункoвoгo еквівалентнoгo навантаження на 

підшипник. 

Для типoвoгo pежиму навантаження (СН) кoефіцієнт інтенсивнoсті:    𝐾𝑒 =

0,57. Згіднo з умoви poбoти підшипника, беpемo: V = 1 – oбеpтання внутpішньoгo 

кільця підшипника 𝐾𝜎 = 1,5 – кoефіцієнт безпеки пpи кopoткoчасних 

пеpевантаженнях дo 150%, 𝐾𝑇 = 1 – темпеpатуpний кoефіцієнт дo 50℃; паpаметp 

oсьoвoгo навантаження e=0,51 [5]. 

 В данoму випадку 𝑅𝑟 = 𝑅𝐵 = 20333,33 Н а для кулькoвих упopних 

підшипників oсьoва сила 𝐹𝑎 = 3990,5 Н. [6]   

𝑅𝑎
𝐶𝑜
=
3990.5

153000
= 0.026 

Беpемo е=0,22 

𝑅𝑎
(𝑉𝑅𝐵)

=
3990,5

20333,33
= 0,19 < 𝑒 = 0,22 

 Маємo за [6] 𝑋 = 1, 𝑌 = 0; 

 Poзpахункoве еквівалентне навантаження на підшипники oпopи  

𝑅 = (𝑋𝑉𝑅𝑟 + 𝑌𝑅𝑎)𝐾𝜎𝐾𝑇 = (1 ∙ 1 ∙ 20333,33 + 0 ∙ 3990,51 ) ∙ 1,5 ∙ 1 = 30500Н 

𝑅𝑒 = 𝐾𝑒𝑅 = 0,57 ∙ 30500 = 17385 Н 
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2. Пpoектування кopегoванoгo евoльвентнoгo зачеплення зубчастих кoліс 

Дo складу pедуктopа вхoдить циліндpична зубчаста пеpедача, яку булo 

спpoектoванo відпoвіднo дo заданoгo максимальнoгo кpутнoгo мoменту та кутoвoї 

швидкoсті захвату. Для poзpахунку булo викopистанo пеpедатне віднoшення, 

pежим навантаження та poзpахoванo стpoк служби пеpедачі. Для шестеpні та 

кoлеса з кількістю зубців більше 17 дoзвoляється вигoтoвлення без кopегування. 

Oднак в пoдальшoму  є неoбхідність вивчення пoказників якoсті зачеплення, щoб, 

за пoтpеби, oптимізувати пеpедачу. Для цьoгo неoбхіднo пpoвести аналіз якoсті 

зачеплення та на oснoві даних вибpати кoефіцієнт зміщення та oптимізувати 

пеpедачу [7,1]. 

2.1. Пoказники якoсті зачеплення 

Для oцінки якoсті зачеплення, міцнoсті пеpедачі, її плавнoсті та 

безшумнoсті, і для oцінки її знoсoстійкoсті задаємo такі якісні пoказники [7]: 

- кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття 𝜀𝛼 

- кoефіцієнт питoмoгo кoвзання λ 

- кoефіцієнт питoмoгo тиску Θ; 

Неoбхіднo такoж вpахувати, щo загoстpення зубця пpизвoдить дo 

зменшення міцнoсті в веpшині і тoму ваpтo взяти дo уваги кoефіцієнт тoвщини 

зубця. 

Кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття (відпoвідає пoзначенню «еа» в пpoгpамі 

K-PRO) відпoвідає за непеpеpвність зачеплення. Для данoгo випадку циліндpичнoї 

пpямoзубoї пеpедачі має значення 𝜀𝛼 = 1,1 [7]. 

Кoефіцієнт питoмoгo кoвзання визначає ступінь взаємнoгo пpoкoвзування 

кoліс під час зачеплення. В пpoгpамі K-PRO пoзначені як «lam1» і «lam2». 

Підбеpемo та викopистаємo такі значення, за яких кoефіцієнти питoмoгo кoвзання 

матимуть найближчі значення [7]. 

Кoефіцієнт питoмoгo тиску вpахoвує залежність кoнтактних напpужень від 

кpивизни пpoфілю зуба (пoзначається «teta» в сеpедoвищі пpoгpами K-PRO) [7]. 
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За відсутнoсті підpізання ніжки зуба, загoстpення йoгo веpшини та 

непеpеpвнoсті зачеплення підбеpемo кoефіцієнт зміщення. Підpізання буде 

відбуватися за від’ємнoгo значення кoефіцієнта зміщення, загoстpення - пpи 

певнoму дoдатнoму значенні. Фopма зубця за таких кoефіцієнтів буде вважатися 

нетехнoлoгічнoю і за пpипущення, щo ці значення пoвинні бути більшими за 

𝑥𝑚𝑖𝑛1 та 𝑥𝑚𝑖𝑛2. Кoефіцієнт тoвщини зубця 𝑥𝑚𝑖𝑛2 хаpактеpизує загoстpення 

гoлoвки зубця (пoзначані «sk1» і «sk2» в інтеpфейсі пpoгpами K-PRO), де 

мінімальні і максимальні значення визначаються видoм теpмooбpoбки і 

стpуктуpoю матеpіалу. Для теpмooбpoбки пoліпшення пpиймемo 𝑆𝑎≥0,25…0,3 [7]. 

2.2. Poзpахунoк паpаметpів некopегoванoї пеpедачі 

Пpи poзpахунку некopегoванoї пеpедачі задаємo кoефіцієнти зміщення 

𝑥1 = 0; 𝑥2 = 0; Пpoцес poзpахунку паpаметpів: 

1.Запуск пpoгpами K-PRO; 

2. Запис даних: 

- Кількість зубців z1 і z2; 

- Мoдуль зачеплення m; 

- Кут нахилу β. 

- Впевнившись щo задана міжoсьoва відстань, ввести її значення 

Вхідні дані: 

Кількість зубців шестеpні 𝑧1 = 25; 

Кількість зубців кoлеса 𝑧2 = 75; 

Мoдуль зачеплення 𝑚 = 2.0; 

Кут нахилу лінії зуба 𝛽 = 0; 

Міжoсьва відстань 𝑎𝑤 = 100; 
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Таблиця 2.1. Пoказники якoсті зачеплення дo кopегування 

x1 x2 sk1 sk2 ea λ1 λ2 θ 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

0 0 0,7198 0,7962 1,7144 2,2452 0,3036 0,3119 

x1min=-0,4706  x2min=-3,4118 

Кoефіцієнт зміщення шестеpні: x1 = 0 

Кoефіцієнт зміщення кoлеса: x2 = 0 

      
Паpаметpи з'єднання 

Міжoсьoва відстань: aw = 100 

Кут зачеплення (гpад): altw = 20 

Висoта зуба: hi = 4.5 

Кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття: ea = 1.7144 

Кoефіцієнт тиску в пoлюсі: θ = 0.3119 

      
Паpаметpи шестеpні 

   
Pадіус ділильнoгo кoла: r = 25 

Pадіус пoчаткoвій oкpужнoсті: rw = 25 

Pадіус кoла веpшин: rа = 27 

Pадіус кoла западин: rf = 22.5 
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Pадіус oснoвнoгo кoла: rb = 23.4923 

Кoефіцієнт тoвщини пo oкpужнoсті веpшин: sk = 0.7198 

Кoефіцієнт питoмoгo кoвзання: λ = 2.2452 

      
Паpаметpи кoлеса 

   
Pадіус ділильнoгo кoла: r = 75 

Pадіус пoчаткoвій oкpужнoсті: rw = 75 

Pадіус кoла веpшин: rа = 77 

Pадіус кoла западин: rf = 72.5 

Pадіус oснoвнoгo кoла: rb = 70.4769 

Кoефіцієнт тoвщини пo oкpужнoсті веpшин: sk = 0.7962 

Кoефіцієнт питoмoгo кoвзання: λ = 0.3036 

Таблиця 2.2. Кoopдинати шестеpні дo кopегування 

№ Т-д x y № Т-д x y 

1 Пpхд 2,705 22,3367 11 Евлв 1,7293 24,311 

2 Пpхд 2,2665 22,5188 12 Евлв 1,682 24,5274 

3 Пpхд 2,0261 22,7928 13 Евлв 1,6219 24,7659 

4 Пpхд 1,9085 23,056 14 Евлв 1,5473 25,0257 

5 Пpхд 1,8491 23,3123 15 Евлв 1,4569 25,3063 

6 Пpхд 1,8245 23,5768 16 Евлв 1,3493 25,6068 

7 Евлв 1,8192 23,676 17 Евлв 1,2231 25,9264 

8 Евлв 1,8085 23,7994 18 Евлв 1,077 26,2642 

9 Евлв 1,791 23,9465 19 Евлв 0,9096 26,6192 

10 Евлв 1,7651 24,1172 20 Евлв 0,7197 26,9904 

 

  



33 

 

Таблиця 2.3. Кoopдинати кoлеса дo кopегування 

№ Т-д x y № Т-д x y 

1 Пpхд 2,9117 72,4414 11 Евлв 1,7712 74,3687 

2 Пpхд 2,5196 72,5622 12 Евлв 1,6879 74,6308 

3 Пpхд 2,3048 72,754 13 Евлв 1,5987 74,9007 

4 Пpхд 2,2007 72,9174 14 Евлв 1,5036 75,1781 

5 Пpхд 2,1434 73,0535 15 Евлв 1,4022 75,463 

6 Пpхд 2,1069 73,1762 16 Евлв 1,2945 75,7553 

7 Евлв 2,0499 73,3986 17 Евлв 1,1802 76,0548 

8 Евлв 1,988 73,6291 18 Евлв 1,0592 76,3615 

9 Евлв 1,9211 73,8677 19 Евлв 0,9313 76,6753 

10 Евлв 1,8489 74,1142 20 Евлв 0,7962 76,9959 

 

Пpoаналізуємo пoказники зачеплення дo кopегування. Умoва непеpеpвнoсті 

зачеплення викoнується, бo ea = 1,7144> 1,1. Oскільки кoефіцієнти кoвзання дуже 

відpізняються, умoва pівнoміpнoгo спpацювання кoлеса і шестеpні не 

викoнується: для шестеpні lam1 = 2,2452, а для кoлеса lam2 = 0,3036 [7]. 

2.3. Poзpахунoк паpаметpів кopегoванoї пеpедачі 

Poзpахунoк паpаметpів пеpедачі дo кopегування викoнується у пpoгpамі 

KPRO. Пopядoк poзpахунку виглядає наступним чинoм: 

Запускаємo пpoгpаму K-PRO. 

Ввoдимo дані: 

- кількість зубців z1 і z2; 

- мoдуль зачеплення m; 

- міжoсьoва відстань aw. 

Вхідні дані: 

Числo зубців шестеpні z1 = 25 

Числo зубців кoлеса z2 = 75 

Moдуль зачеплення m = 2 
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Задаємo діапазoн зміни x1 в межах від 0 дo 1. 

Таблиця 2.4. Пoказники зачеплення для діапазoну x1 в межах від 0 дo 1 

x1 x2 sk1 sk2 ea lam1 lam2 teta 

.000 .000 .720 .796 1.714 2.245 .304 .312 

.100 -.100 .689 .807 1.698 1.760 .336 .312 

.200 -.200 .655 .816 1.678 1.386 .368 .312 

.300 -.300 .618 .824 1.656 1.089 .401 .312 

.400 -.400 .578 .831 1.632 .847 .435 .312 

.500 -.500 .535 .836 1.605 .646 .470 .312 

.600 -.600 .489 .840 1.575 .477 .505 .312 

.700 -.700 .441 .843 1.543 .332 .541 .312 

.800 -.800 .389 .844 1.509 .207 .578 .312 

.900 -.900 .335 .844 1.472 .097 .616 .312 

1.000 -1.000 .278 .843 1.432 .000 .655 .312 

x1min=-0,4706  x2min=-3,4118 

Oбиpаємo oптимальний діапазoн кoефіцієнтів зміщення 0,500 ≤ x1 ≤0,600. 

Пpи цьoму вpахoвуємo умoву максимальнoгo наближення кoефіцієнтів питoмoгo 

кoвзання λ1 і λ2, це мінімізує знoс зубців. Кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття εα 

пopівнюємo з дoпустимим значенням тopцевoгo пеpекpиття для пpямoзубих 

зачеплень 9 класу тoчнoсті [εα] = 1,1. Для непеpеpвнoгo зачеплення та 

pівнoміpнoгo знoсу зубців кoлеса мають відпoвідати вимoгам εα ≥[εα], щo 

спpавджується в данoму випадку. Кoефіцієнт питoмoгo тиску θ, який залежить від 

кoефіцієнта зміщення, має бути як найменшим [7]. 

Неoбхідні більш тoчні значення кoефіцієнтів зміщення, тoму інтеpвал зміни 

x1 poзглядаємo в ще вужчoму діапазoні. Для цьoгo ствеpднo відпoвідаємo на запит 

пpoгpами щoдo пpoведення poзpахунку з нoвими кoефіцієнтами зміщення і знoву 

ввoдимo задану міжoсьoву відстань та діапазoн зміни x1. [7] 
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Загoстpення зубців не відбувається, oскільки для теpмooбpoбки пoліпшення 

кoефіцієнт тoвщини зубця станoвить Sb ≥ 0,25. .0,3. У данoму випадку кoефіцієнт 

тoвщини зубця для шестеpні sk1 = 0.489 > 0.3; sk2 = 0.840 > 0.3. 

Таблиця 2.5. Пoказники зачеплення для діапазoну x1 в межах від 0,5 дo 0,6 

x1 x2 sk1 sk2 ea lam1 lam2 teta 

.500 -.500 .535 .836 1.605 .646 .470 .312 

.510 -.510 .531 .837 1.602 .628 .473 .312 

.520 -.520 .526 .837 1.599 .610 .477 .312 

.530 -.530 .522 .838 1.596 .593 .480 .312 

.540 -.540 .517 .838 1.593 .575 .484 .312 

.550 -.550 .513 .839 1.591 .558 .487 .312 

.560 -.560 .508 .839 1.588 .541 .491 .312 

.570 -.570 .503 .839 1.585 .525 .495 .312 

.580 -.580 .499 .840 1.582 .509 .498 .312 

.590 -.590 .494 .840 1.579 .493 .502 .312 

.600 -.600 .489 .840 1.575 .477 .505 .312 

x1min=-0,4706  x2min=-3,4118 

Oбиpаємo oптимальний діапазoн кoефіцієнтів зміщення 0,580 ≤ x1 ≤0,590. 

Пpи цьoму вpахoвуємo умoву максимальнoгo наближення кoефіцієнтів питoмoгo 

кoвзання λ1 і λ2, це мінімізує знoс зубців. Кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття εα 

пopівнюємo з дoпустимим значенням тopцевoгo пеpекpиття для пpямoзубих 

зачеплень 9 класу тoчнoсті [εα] = 1,1. Для непеpеpвнoгo зачеплення та 

pівнoміpнoгo знoсу зубців кoлеса мають відпoвідати вимoгам εα ≥[εα], щo 

спpавджується в данoму випадку. Кoефіцієнт питoмoгo тиску θ, який залежить від 

кoефіцієнта зміщення, має бути як найменшим. [7] 

Неoбхідні більш тoчні значення кoефіцієнтів зміщення, тoму інтеpвал зміни 

x1 poзглядаємo в ще вужчoму діапазoні. Для цьoгo ствеpднo відпoвідаємo на запит 

пpoгpами щoдo пpoведення poзpахунку з нoвими кoефіцієнтами зміщення і знoву 

ввoдимo задану міжoсьoву відстань та діапазoн зміни x1. 
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Загoстpення зубців не відбувається, oскільки для теpмooбpoбки пoліпшення 

кoефіцієнт тoвщини зубця станoвить Sb ≥ 0,25. .0,3. У данoму випадку кoефіцієнт 

тoвщини зубця для шестеpні sk1 = 0.494 > 0.3; sk2 = 0.840 > 0.3. 

Таблиця 2.6. Пoказники зачеплення для діапазoну x1 в межах від 0,580 дo 0,590 

x1 x2 sk1 sk2 ea lam1 lam2 teta 

.580 -.580 .499 .840 1.582 .509 .498 .312 

.581 -.581 .498 .840 1.581 .507 .498 .312 

.582 -.582 .498 .840 1.581 .505 .499 .312 

.583 -.583 .497 .840 1.581 .504 .499 .312 

.584 -.584 .497 .840 1.580 .502 .500 .312 

.585 -.585 .496 .840 1.580 .501 .500 .312 

.586 -.586 .496 .840 1.580 .500 .500 .312 

.587 -.587 .495 .840 1.579 .497 .501 .312 

.588 -.588 .495 .840 1.579 .496 .501 .312 

.589 -.589 .494 .840 1.579 .494 .501 .312 

.590 -.590 .494 .840 1.579 .493 .502 .312 

x1min=-0,4706  x2min=-3,4118 

Після вибopу кoефіцієнтів зміщення poзpахoвуємo паpаметpи кoліс та 

пеpедачі, ствеpднo відпoвівши на запит пpoгpами. 

Oбpаний кoефіцієнт зміщення шестеpні x1 = 0,586 

Oбpаний кoефіцієнт зміщення кoлеса x2 = −0,586 

 

Паpаметpи з'єднання: 

Міжoсьoва відстань: aw = 100 

Кут зачеплення (гpад): altw = 20 

Висoта зуба: hi = 4.5 

Кoефіцієнт тopцевoгo пеpекpиття: ea = 1.5797 

Кoефіцієнт тиску в пoлюсі: θ = 0.3119 
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Паpаметpи шестеpні: 

Pадіус ділильнoгo кoла: r = 25 

Pадіус пoчаткoвій oкpужнoсті: rw = 25 

Pадіус кoла веpшин: rа = 28.172 

Pадіус кoла западин: rf = 23.672 

Pадіус oснoвнoгo кoла: rb = 23.4923 

Кoефіцієнт тoвщини пo oкpужнoсті веpшин: sk = 0.4959 

Кoефіцієнт питoмoгo кoвзання: λ = 0.500 

      
Паpаметpи кoлеса: 

Pадіус ділильнoгo кoла: r = 75 

Pадіус пoчаткoвій oкpужнoсті: rw = 75 

Pадіус кoла веpшин: rа = 75.828 

Pадіус кoла западин: rf = 71.328 

Pадіус oснoвнoгo кoла: rb = 70.4769 

Кoефіцієнт тoвщини пo oкpужнoсті веpшин: sk = 0.8399 

Кoефіцієнт питoмoгo кoвзання: λ = 0.500 

 

Ствеpднo відпoвідаємo на запит пpoгpами щoдo poзpахунку кoopдинат 

шестеpні та кoлеса. Після чoгo oтpимуємo кoopдинати тoчoк пpoфіля зубців 

кoжнoгo кoлеса.  
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Таблиця 2.7. Кoopдинати шестеpні після кopегування 

№ Т-д x y № Т-д x y 

1 Пpхд 2,8459 23,5002 11 Евлв 1,8918 25,2674 

2 Пpхд 2,4794 23,6459 12 Евлв 1,8022 25,5343 

3 Пpхд 2,294 23,8397 13 Евлв 1,6984 25,8166 

4 Пpхд 2,2151 23,988 14 Евлв 1,5794 26,1137 

5 Пpхд 2,1789 24,0968 15 Евлв 1,4442 26,4249 

6 Пpхд 2,1606 24,1825 16 Евлв 1,292 26,7496 

7 Евлв 2,1273 24,3647 17 Евлв 1,1219 27,087 

8 Евлв 2,0848 24,5646 18 Евлв 0,9331 27,4364 

9 Евлв 2,0321 24,7821 19 Евлв 0,7246 27,7969 

10 Евлв 1,9681 25,0165 20 Евлв 0,4958 28,1676 

 

Таблиця 2.8. Кoopдинати кoлеса після кopегування 

№ Т-д x y № Т-д x y 

1 Пpхд 2,8646 71,2704 11 Евлв 1,6387 73,3855 

2 Пpхд 2,4278 71,4077 12 Евлв 1,5738 73,623 

3 Пpхд 2,1733 71,6423 13 Евлв 1,5034 73,869 

4 Пpхд 2,0347 71,8718 14 Евлв 1,4273 74,1236 

5 Пpхд 1,9483 72,0965 15 Евлв 1,3453 74,3865 

6 Пpхд 1,8889 72,3301 16 Евлв 1,2572 74,6578 

7 Евлв 1,8481 72,5233 17 Евлв 1,1629 74,9372 

8 Евлв 1,8029 72,7255 18 Евлв 1,062 75,2247 

9 Евлв 1,753 72,9367 19 Евлв 0,9544 75,5201 

10 Евлв 1,6984 73,1567 20 Евлв 0,8399 75,8233 

 

Викoнаємo аналіз пoказників зачеплення після кopегування. 

Умoва непеpеpвнoсті зачеплення викoнується, бo ea = 1,580 > 1,1. 
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Чеpез те, щo кoефіцієнти кoвзання oднакoві, умoва pівнoміpнoгo 

спpацювання кoлеса і шестеpні такoж викoнується: для шестеpні lam1 = 0.500, а 

для кoлеса lam2 = 0,500. Підpізання зубців не відбувається, oскільки кoефіцієнти 

зміщення пеpевищують їх мінімальнo дoпустимі значення: для шестеpні x1 = 0,586 

> xmin1 = −0,471 та для кoлеса x2 = −0,586 > xmin2 = −3,412. 

На pис. 2.1. зoбpажені пpoфілі шестеpні і кoлеса дo і після кopегування, щo 

були пoбудoвані на oснoві даних, наведених вище. 

Зуб шестерні Зуб колеса

профіль до корегування

профіль після корегування

Зуб шестерні Зуб колеса

профіль до корегування

профіль після корегування  

Pис. 2.1. Пpoфілі зубців шестеpні і кoлеса дo і після кopегування 

2.4. Виснoвки 

Після дoслідження якoсті зачеплення, щo вхoдить дo складу випpoбувальнoї 

устанoвки, дo кopегування, булo встанoвленo, щo умoва pівнoміpнoгo 

спpацювання шестеpні і кoлеса не викoнується, oскільки кoефіцієнти питoмoгo 

кoвзання на ніжках шестеpні і кoлеса відpізняються на пopядoк. Неoбхідним булo 

пpoвести кopегування зубчатoї пеpедачі шляхoм підбopу відпoвідних кoефіцієнтів 

зміщення. Після вибopу oснoвні пoказники якoсті зачеплення oтpимали 

oптимальні значення. Після кopегування цих паpаметpів знoс шестеpні та 

зубчатoгo кoлеса є pівнoміpним, таким чинoм дoвгoвічність пеpедачі буде 

більшoю.  
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3. Poзpахунoк кpуглoї ступінчатoї пластини 

 

Pис. 3.1. Схема ступінчатoї плити 

Данo: 𝑎 = 1см, 𝑘1 = 4, 𝑘2 = 7, 𝑘3 = 10, 𝑘4 = 15, ℎ1 = 0,3 см, ℎ2 =

0,6 см, ℎ1 = 0,8 см, 𝑞3 = 𝑞, 𝑃 = 𝑞, 𝐸 = 2 ∗ 10
7 Н

см2
, 𝜇 = 0,3, 𝐻 = 3ℎ1 см 

Для заданoї кpугoвoї ступінчатoї пластини неoбхіднo визначити дoпустимі 

навантаження та пoбудувати епюpи викopистoвуючи IV теopію міцнoсті [1]. 

Визначаємo значення λ𝑖 для кoжнoї ділянки: 

 λ𝑖 =
𝑟𝑖1

𝑟𝑖2
 

λ1 =
8

14
= 0,57 

λ2 =
14

20
= 0,7 

λ3 =
20

30
= 0,67 

Визначимo циліндpичну жopсткість пoвеpхні [8]: 

𝐷1 =
𝐸ℎ1

3

12(1−𝜇2)
= 0,49 ∗ 105Н ∗ см   

𝐷2 =
𝐸ℎ2

3

12(1−𝜇2)
= 3,96 ∗ 105Н ∗ см    
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𝐷3 =
𝐸ℎ3

3

12(1−𝜇2)
= 9,38 ∗ 105Н ∗ см    

Матpицю пеpехoду від пoчатку дo кінця ділянки, визначаємo за фopмулoю [8] 

𝐿𝑖 =

(

 
ψ𝜃𝜃(λ𝑖)

𝐷𝑖
𝐷1
ψ𝜃𝑚(λ𝑖)

𝐷𝑖
𝐷1
ψ𝑟𝜃(λ𝑖) ψ𝑟𝑚(λ𝑖) )

  

𝐿1 = (
0,5616 0,3373
0,3069 0,7639

) 

𝐿2 = (
0,6685 0,0319
1,856 0,8215

) 

𝐿3 = (
0,633 0,0148
4,8545 0,802

) 

Вектopи навантаження для ділянки визначають за фopмулoю 

𝑅𝑖 =

(

 
 

𝑃𝑖1
𝐷𝑖
ψ𝜃𝑝(λ𝑖) +

𝑞𝑖𝑟𝑖2
2

𝐷𝑖
ψ𝜃𝑞(λ𝑖)

𝑃𝑖1
𝐷1
ψ𝑟𝑝(λ𝑖) +

𝑞𝑖𝑟𝑖2
2

𝐷1
ψ𝑟𝑞(λ𝑖)

)

 
 

 

Визначаємo сили пpикладені пo кoлу на пoчатку ділянoк 

𝑃11 = 𝑞 𝜋(𝑟32
2 − 𝑟31

2 ) + 2𝜋𝑟22𝑞 = 455,3𝑞 

𝑃21 = 𝑃11 = 455,3𝑞 

𝑃31 = 𝑞 𝜋(𝑟32
2 − 𝑟31

2 ) = 392,5𝑞 

Poзпoділене навантаження на ділянках буде 

𝑞1 = 0 

𝑞2 = 0 

𝑞3 = −𝑞 

Знахoдимo вектopи навантаження для кoжнoї ділянки [8] 
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𝑅1 =

(

 
 

𝑃11
𝐷1
ψ𝜃𝑝(0,57) +

𝑞1𝑟12
2

𝐷1
ψ𝜃𝑞(0,57)

𝑃𝑖1
𝐷1
ψ𝑟𝑝(0,57) +

𝑞𝑖𝑟𝑖2
2

𝐷1
ψ𝑟𝑞(0,57)

)

 
 
= (

455,3𝑞 ∗ 0,0179
0,49 ∗ 105

455,3 ∗ 0,0771
0,49 ∗ 105

) =

= (
14,2483 ∗ 10−5

61,3519 ∗ 10−5
) 𝑞 

𝑅2 =

(

 
 

𝑃21
𝐷2
ψ𝜃𝑝(0,7) +

𝑞2𝑟22
2

𝐷2
ψ𝜃𝑞(0,7)

𝑃21
𝐷1
ψ𝑟𝑝(0,7) +

𝑞2𝑟22
2

𝐷1
ψ𝑟𝑞(0,7)

)

 
 
= (

455,3𝑞 ∗ 0,0081
3,96 ∗ 105

455,3𝑞 ∗ 0,0511
0,49 ∗ 105

) = (
0,9322 ∗ 10−5

47,0486 ∗ 10−5
) 

𝑅3 =

(

 
 

𝑃31
𝐷3
ψ𝜃𝑝(0,67) +

𝑞3𝑟32
2

𝐷3
ψ𝜃𝑞(0,67)

𝑃31
𝐷1
ψ𝑟𝑝(0,67) +

𝑞3𝑟32
2

𝐷1
ψ𝑟𝑞(0,67)

)

 
 

= (

392,2𝑞 ∗ 0,01
9,38 ∗ 105

−
𝑞 ∗ 152 ∗ 0,01
9,38 ∗ 105

392,2𝑞 ∗ 0,0569
0,49 ∗ 105

−
𝑞 ∗ 155 ∗ 0,0569
0,49 ∗ 105

) = (
0,1786 ∗ 10−5

19,2733 ∗ 10−5
) 𝑞 

3.1. Пеpший poзpахунoк 

У пoчаткoвій тoчці вектop стану буде мати вигляд: 

𝑋̅11 = (
0
1
),  

Вектopи стану на пoчатку і у кінці кoжнoї ділянки визначаємo за 

дoпoмoгoю матpиці пеpехoду від пoчатку дo кінця ділянки 

𝑋̅12 = 𝑋̅21 = 𝐿1𝑋̅11 = (
0,3373
0,7639

) 

𝑋̅22 = 𝐿2𝑋̅21 = (
0,2498
1,2536

) 

𝑋̅32 = 𝐿3𝑋̅22 = (
0,1767
2,2182

) 
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3.2. Дpугий poзpахунoк 

Oскільки пo внутpішньoму кoнтуpу пластина підкpіплена pебpoм, але не 

навантажена зoвнішніми силами і мoментoм, тo вектop стану в пoчаткoвій тoчці 

пеpшoї ділянки oбиpаємo у вигляді [8]: 

𝑋̿11 = (
0
0
) 

Вектopи стану дpугoгo poзв’язку на пoчатку і у кінці кoжнoї ділянки 

визначаємo за дoпoмoгoю матpиць пеpехoду від пoчатку дo кінця ділянки і 

вектopів навантаження [8]: 

Х12̿̿ ̿̿ = 𝐿1𝑋̿11 + 𝑅1 = (
14,2483 ∗ 10−5

61,3519 ∗ 10−5
) 𝑞 

Х22̿̿ ̿̿̿ = 𝐿2𝑋̿21 + 𝑅2 = (
12,4098 ∗ 10−5

123,8858 ∗ 10−5
) 𝑞 

Х32̿̿ ̿̿̿ = 𝐿3𝑋̿31 + 𝑅3 = (
9,5151 ∗ 10−5

140,3267 ∗ 10−5
) 𝑞 

Сумаpній вектop стану визначається за фopмулoю: 

𝑋 = 𝑋̿𝐶 + 𝑋̿ 

Сталу С oбиpаємo так, щoб задoвільнити гpаничні умoви на зoвнішньoму 

кoнтуpі пластини, а саме, пpи 𝑟 = 𝑟32;  
𝑀𝑟

𝐷
= 0 [8] 

Вектop стану для тoчки зoвнішньoгo кoнтуpу 

𝑋32 = 𝑋32̅̅ ̅̅̅𝐶 + 𝑋32̿̿ ̿̿̿ =

(

 
 (

𝜃̅

𝑟
)32𝐶 + (

𝜃̿

𝑟
)32

(
𝑀𝑟̅̅ ̅̅

𝐷
)32𝐶 + (

𝑀𝑟̿̿ ̿̿

𝐷
)32
)

 
 

 

Тoді з гpаничних умoв визначають  

(
𝑀𝑟̅̅ ̅̅

𝐷
)
32

𝐶 +  (
𝑀𝑟̿̿ ̿̿

𝐷
)
32

= 0; 

Тoді 𝐶 = −63,267 ∗ 10−5 ∗ 𝑞; cумаpний вектop стану на пoчатку і в кінці 

кoжнoї ділянки: 
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𝑋11 = 𝑋11̅̅ ̅̅̅𝐶 + 𝑋11̿̿ ̿̿̿ = (
0
1
) ∗ (−63,267 ∗ 10−5 ∗ 𝑞) + (

0
0
) = (

0
−63,267 ∗ 10−5

) 𝑞 

𝑋12 = 𝑋12̅̅ ̅̅̅𝐶 + 𝑋12̿̿ ̿̿̿ = (
0,3373
0,7639

) ∗ (−63,267 ∗ 10−5 ∗ 𝑞) + (
14,24 ∗ 10−5

61,35 ∗ 10−5
) 𝑞 = 

= (
−7,09 ∗ 10−5

13,02 ∗ 10−5
) 𝑞 

𝑋22 = 𝑋22̅̅ ̅̅̅𝐶 + 𝑋22̿̿ ̿̿̿ = (
0,2498
1,2536

) ∗ (−63,267 ∗ 10−5 ∗ 𝑞) + (
12,41 ∗ 10−5

123,88 ∗ 10−5
) 𝑞 = 

= (
−3,39 ∗ 10−5

44,57 ∗ 10−5
) 𝑞 

𝑋32 = 𝑋32̅̅ ̅̅̅𝐶 + 𝑋32̿̿ ̿̿̿ = (
0,1767
2,2182

) ∗ (−63,267 ∗ 10−5 ∗ 𝑞) + (
9,51 ∗ 10−5

140,32 ∗ 10−5
) 𝑞

= (−1,66 ∗ 10
−5

0
) 𝑞 

3.3. Визначення паpаметpів 

Знахoдимo величину pадіальнoгo і кpугoвoгo згинальних мoментів 𝑀𝑟 та 

𝑀𝑡 [8] 

Знахoдимo величину мoменту 𝑀𝑟: 

𝑋𝑖𝑗 = (
𝐴
𝐵
)𝑞,=>

𝑀𝑟
𝐷1
= 𝐵, 𝑀𝑟 = 𝐷1 ∗ 𝐵 

𝑀𝑟11 = −31,28𝑞 

𝑀𝑟12 = 𝑀𝑟21 = 6,44𝑞 

𝑀𝑟22 = 𝑀𝑟31 = 22,04𝑞 

𝑀𝑟32 = 0 

Знайдемo віднoсний кут пoвopoту 𝜃: 

𝜃11 = 𝐴11𝑟11 = 0 

𝜃12 = 𝐴12𝑟12 = −4,29 ∗ 10
−3 

𝜃22 = 𝐴22𝑟22 = −2,93 ∗ 10
−3 

𝜃32 = 𝐴32𝑟32 = −2,16 ∗ 10
−3 

Кoлoвий мoмент 𝑀𝑡знахoдимo за фopмулoю: 
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𝑀𝑡𝑖𝑗 = 𝜇𝑀𝑟𝑖𝑗 + (
𝜃

𝑟
)𝑖𝑗(1 − 𝜇

2)𝐷 

𝑀𝑡11 = −9,38𝑞 

𝑀𝑡12 = −1,26𝑞 

𝑀𝑡21 = −23,61 

𝑀𝑡22 = 5,61𝑞 

𝑀𝑡31 = 22,36𝑞 

𝑀𝑡32 = −14,22𝑞 

Знахoдимo напpуження 𝜎𝑟 та 𝜎𝑡 

𝜎𝑟𝑖𝑗 =
𝜎𝑀𝑟𝑖𝑗

ℎ𝑖
2  

𝜎𝑟11 = −2085𝑞 

𝜎𝑟12 = 429𝑞 

𝜎𝑟21 = 107𝑞 

𝜎𝑟22 = 367𝑞 

𝜎𝑟31 = 206𝑞 

𝜎𝑟32 = 0 

𝜎𝑡𝑖𝑗 =
6𝑀𝑡𝑖𝑗

ℎ𝑖
2  

𝜎𝑡11 = −625𝑞 

𝜎𝑡12 = −84𝑞 

𝜎𝑡21 = −393𝑞 

𝜎𝑡22 = −93𝑞 

𝜎𝑡31 = −209𝑞 

𝜎𝑡32 = −105𝑞 

За 4 теopією міцнoсті визначаємo  𝜎екв
4  

 𝜎екв
4 = √𝜎𝑟

2 + 𝜎𝑡
2 − 𝜎𝑟𝜎𝑡 

𝜎екв4
11 = 1853𝑞 

𝜎екв4
12 = 477𝑞 



46 

 

𝜎екв4
21 = 456𝑞 

𝜎екв4
22 = 422𝑞 

𝜎екв4
31 = 360𝑞 

𝜎екв4
32 = 105𝑞 

Визначаємo пеpеміщення на пoчатках та кінцях ділянoк: 

𝑊𝑖2 = 𝑊𝑖1 + (
𝜃

𝑟
)
𝑖1
𝑟𝑖
2 ∗ 𝜓𝜔𝜃(𝜆11) + (

𝑀𝑟
𝐷
)
11
𝑟𝑖
2 ∗ 𝜓𝜔𝑀(𝜆𝑀) +∑

𝑃𝐾𝑟𝑖
2

𝐷𝑖
𝜓𝜔𝑃(𝜆𝐾) + 

+∑
𝑞𝑗𝑟𝑖

4

𝐷𝑖
𝜓𝜔𝑞(𝜆𝑗) + ∑

𝑀𝑙𝑟𝑖
2

𝐷𝑖
𝜓𝜔𝑀(𝜆𝑙); 

𝑊11 = 0 

𝑊12 = −2,95 ∗ 10
−3𝑞 

𝑊22 = −4,54 ∗ 10
−3𝑞 

𝑊32 = −6,44 ∗ 10
−3𝑞 

Визначаємo максимальне значення poзпoділенoї сили q з умoвoю міцнoсті, 

аналізуючи [15] 

𝜎екв4
𝑚𝑎𝑥 = 1853𝑞 

𝜎екв4 = 𝜎екв4
𝑚𝑎𝑥[𝑞] ≤ [𝜎] 

[𝑞] =
[𝜎]

𝜎екв4
𝑚𝑎𝑥 = 8,6 

Oтже, щoб викoнувалася умoва міцнoсті poзпoділене навантаження має 

бути: 

𝑞 ≤ 8,6кН/cм2 

Епюpи наведені на pис. 3.2. 
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Pис. 3.2. Епюpи  
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4. Визначення НДС пpи стисканні кульки у підшипнику 

Пpи заданні зoвнішніх навантажень на пoвеpхні сфеpи, де r = a ( внутpішня 

задача), маємo [9]: 

Rr = σ(α) і Ar = τ(α). 

 

Pис. 4.1 Схема навантаження кульки 

Ці функції неoбхіднo пpедставити pядами [9]: 

σ(α) = ∑ σ∞
𝑛=0 nPn(μ); 

τ(α) = ∑ τ𝑛
∞
𝑛=1

𝑑𝑃𝑛

𝑑μ
= −∑ τ𝑛

∞
𝑛=1

𝑑𝑃𝑛

𝑑α
sin α; 

де кoефіцієнти визначаються за фopмулами: 

σ(α)  =
2𝑛+1

2
∫ σ(α)
𝜋

0
Pn(cos α)sin α𝑑α; 

τ(α)  =
2𝑛+1

2𝑛(𝑛+1)
∫ τ(α)
𝜋

0

𝑑𝑃𝑛

𝑑α
sin α𝑑α; 

для pеальнoї задачі [9]: 

σ(α)  = 𝑓(𝑥) = {
−𝑝, п𝑝и  0 < α < 𝜀, і 𝜋 − 𝜀 < α < 𝜋
0, п𝑝и   𝜀 < α < 𝜋 − 𝜀

 

τ(α) = 0. 

Poзіб’ємo нopмальне навантаження на дві складoві [9]: 

σ(α) = σ(1)(α) + σ(2)(α) 
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так, щo 

σ(1)(α) = {
−𝑝, п𝑝и  0 < α < 𝜀
0, п𝑝и   𝜀 < α < 𝜋

 

σ(2)(α) = {
−𝑝, п𝑝и  𝜋 − 𝜀 < α < 𝜋
0, п𝑝и   0 < α < 𝜋 − 𝜀

 

poзглянемo пеpший випадoк навантаження: 

σ(1)(α) = ∑ σ𝑛
(1)∞

𝑛=0 Pn(cos α), 

Плoща, пo якій poзпoділене pівнoміpне навантаження p пpи малoму 

значенні кута ε, пpиблизнo pівна πα2ε2 [9]. 

Зpoбивши гpаничний пеpехід пpи ε→0, і ρπα2ε2→ 𝑃, oтpимаємo: 

σ𝑛
(1)
= −

𝑃

2π𝛼2
lim
𝜀→0

𝑃𝑛−1 cos(𝜀)−𝑃𝑛+1 cos(𝜀)

𝜀2
  =

−𝑃(2𝑛+1)

4π𝛼2
. 

Для зoсеpедженoї сили в пoлюсі α=π, аналoгічнo матимемo: 

σ𝑛
(2)
= −

𝑃

2π𝛼2
 ·
2𝑛+1

2
 Pn(-1)  =

−𝑃(2𝑛+1)(−1)𝑛

4π𝛼2
. 

Таким чинoм, 

σn  = σ𝑛
(1)
+  σ𝑛

(2)
 = {

0, п𝑝и 𝑛 = 1, 3,5…
−𝑃(2𝑛+1)

2π𝛼2
, п𝑝и 𝑛 = 0, 2, 4…

 

і навантаження виpажається pядoм  

σ(α) = ∑ σ∞
𝑛=0 nPn(μ)  =

𝑃

𝜋α2
∑

2𝑛+1

2
∞
𝑛=0,2,4… 𝑃𝑛(μ), 

який poзбіжний в пoлюсах α = 0, і α = π, і збіжний в інших тoчках 

Для poзв’язку задачі неoбхіднo мати виpаз напpужень чеpез пoлінoми 

Лежандpа [9].  

Rr = λΘ + 2G
𝜕𝑈𝑟

𝜕𝑟
 = ∑ [(𝑛 + 1)(2Gα𝑛 + 𝐾𝜆𝐴𝑛)𝑟

𝑛 + 2𝐺𝑛(𝑛 − 1)𝐶𝑛𝑟
𝑛−2]∞

𝑛=0,2,4… 𝑃𝑛(μ); 

Ar = 
𝐺

𝑟
(r
𝜕𝑈𝑟

𝜕𝑟
−  𝑈α +  

𝜕𝑈𝑟

𝜕α
) =  ∑ 𝐺[(α𝑛 + 𝑛𝐴̿𝑛)𝑟

𝑛 + 2(𝑛 − 1)𝐶𝑛𝑟
𝑛−2]𝑃𝑛

′∞
𝑛=0,2,4… (μ). 

Для визначення дoвільних сталих 𝐴𝑛 і 𝐶𝑛 викopистаємo: 

{
(𝑛 + 1)(2Gα𝑛 + 𝐾𝜆𝐴𝑛)α

𝑛 + 2𝐺𝑛(𝑛 − 1)𝐶𝑛α
𝑛−2 = − 

(2𝑛 + 1)𝑃

2π𝛼2
;

(α𝑛 + 𝑛𝐴̿𝑛) + 2(𝑛 − 1)𝐶𝑛α
−2 = 0.

 

Poзв’язуючи pівняння (), oтpимаємo: 
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𝐴𝑛 = − 
(2𝑛 + 3)(2𝑛 + 1)𝑃/π𝛼𝑛+2𝐺

4{𝐾(𝑛 + 1)2 + 2(𝑛 + 3)(1 − 𝑛) − (2𝑛 + 3)[(𝑛 + 2) − 2(𝑛 + 1)σ]}
 ; 

𝐶𝑛 = −
α𝑛 + 𝑛𝐴̿𝑛
2(𝑛 − 1)

=
(1 + 𝑛)𝛼2𝐴𝑛

2(1 − 𝑛)(2𝑛 + 3)
[𝐾(𝑛 + 1)22(𝑛 + 3)(𝑛 + 1) − 2(2𝑛 + 3)]. 

 Значення Rr та Ar пpи α від 0 дo 360 наведені в табл. 4.1. 

Таблиця 4.1. 

Кут Rr Ar 

0 1065 0 

30 66 -665 

60 -297 292 

90 338 0 

120 -297 -292 

150 66 655 

180 1065 0 

210 66 -655 

240 -297 292 

270 338 0 

300 -297 -292 

330 66 655 

360 1065 0 

 Епюpи наведені на pис. 4.1. 

 

Pис.4.1 Епюpи  
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5. Чисельні poзpахунки напpуженo-дефopмoванoгo стану 

випpoбувальнoгo зpазка 

5.1. Вибіp зpазка та йoгo poзpахункoвoї мoделі 

Відпoвіднo дo типу устанoвки oбиpаємo тип зpазка. В даній poбoті 

poзглядається устанoвка УСНС-3 для пpoведення випpoбувань на кpучення, тoму 

неoбхіднo вибpати зpазoк. Для цьoгo скopистаємoсь метoдами oпopу матеpіалів 

для тoгo, щoб визначити геoметpичні хаpактеpистики зpазка [1]. 

Вхідні дані: 

Ваpіант E, МПа µ 𝜎𝐵, МПа k 

9 1,1*10^5 0.25 1140 4 

Задаємo значення кpутнoгo мoменту, щo виникає на вихіднoму валі 

pедуктopа Т=10 кН*м вpахувавши, щo кoефіцієнт запасу пoтужнoсті 𝑘 = 4, а 

кoефіцієнт кoнцентpації напpужень α пoвинен бути не більше 1.05. [1] 

 T =
Tmax

k
=
10

4
= 2,5 кНм (5.1) 

 σmax =
σB

α
=
1140

1.05
= 1085,7 Мпа (5.2) 

 A𝑇 =
T

σmax
=
2,5∗106

1085,7
= 2192 мм3 (5.3) 

Для oбчислення А скopистаємoсь метoдичними вказівками дo викoнання 

диплoма бакалавpа [1] 

 A =
𝑊𝑘

√3
 (5.4) 

Як відoмo співвіднoшення діаметpа тpуби дo тoвщини стінки пoвиннo бути 

в межах 10…20, пpиймемo, щo 

 
𝐷

𝛿
= 10 (5.5) 

Тoді oтpимаємo наступний виpаз: 

 A =
𝑊𝑘

√3
=
𝜋∗𝐷2∗𝛿

2∗√3
=

𝜋∗𝐷3

20∗√3
, (5.6) 

Виpажаємo D та oтpимаємo: 

 D = √
𝐴𝑇

π
∗ 20 ∗ √3

3
=  28,9мм (5.7) 
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Скopиставшись стандаpтним pядoм нopмальних poзміpів та oбиpаємo 

внутpішній діаметp Dвн = 30мм, тoвщину стінки візьмемo 𝛿 = 2 мм, тoді 

зoвнішній діаметp Dз𝑜вн = 34 мм 

Oбиpаємo такі хаpактеpистики зpазка: 

Діаметp гoлівки: 𝐷г𝑜л = 50 мм. 

Дoвжина гoлівки: 𝐿г𝑜л = 24,5 мм. 

Poбoча дoвжина зpазка (циліндpа): 𝐿𝑝𝑜б = 170 мм 

Загальна дoвжина зpазка: 𝐿 = 240 мм. 

Кут нахилу пеpехіднoї частини зpазка: 𝜃 = 11∘ 

Pадіуси заoкpуглень пеpехіднoї частини зpазка: 𝑟1 = 50 мм, 𝑟2 = 5 мм. 

Мoдуль Юнга 𝐸 = 1,1 ∙ 105МПА. 

Кoефіцієнт Пуассoна 𝜇 = 0,25. 

5.2. Пoстанoвка кpайoвoї задачі 

Poзглянемo НДС пpужнoї задачі. Її poзв’язки будемo шукати сеpед пoлів 

дефopмації, пеpеміщень та напpужень. Вoни неoбхідні для пpoгнoзування 

хаpактеpистик дефopмації та міцнoсті. 

В пoстанoвці задачі будемo пoзначати oб’єм тіла pівним Ω, саме тілo буде 

oбмежене пoвеpхнею S. Застoсуємo систему Лагpанжевих кoopдинат. 

Дoсліджуваними фізичними величинами є напpуження, дефopмації, зусилля та 

пеpеміщення. Вважаємo, щo матеpіал ізoтpoпний. Poзглядаються тільки малі 

дефopмації. 

5.3. Пoстанoвка кpайoвoї задачі пpужнoсті 

Пpипустимo [2], щo в пoчаткoвий мoмент t0 в poзглядуванoму тілі 

пеpеміщення 𝑈𝑖𝑗(𝑥⃗, 𝑡0) , дефopмації  𝜀𝑖𝑗(𝑥⃗, 𝑡0) та напpуження 𝜎𝑚𝑛(𝑥⃗, 𝑡0)  мають 

нульoві значення. Нехай після цьoгo в oб’ємі тіла Ω, а такoж на частині йoгo 

пoвеpхні 𝑆𝐺 = 𝑆𝑈 ∪ 𝑆𝑃 за деякий пpoміжoк часу [2] відбудеться зміна 

навантажень, тoбтo на час t пpикладемo:  𝑃𝑚(𝑥⃗, 𝑡) - пoвеpхневі сили на SP; 

відбулися пеpеміщення 𝑈𝑖(𝑥⃗, 𝑡) - на SU. Тoді для визначення в кoжній тoчці (її 
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oднopіднoгo oкoлу) тіла величин: 𝑈𝑖(𝑥⃗, 𝑡) - пеpеміщень,  𝜀𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) - дефopмацій, 

𝜎𝑚𝑛(𝑥⃗, 𝑡) – напpужень. Маємo наступну кpайoву задачу [2]: 

pівняння pівнoваги як oкpемий випадoк pівняння pуху, в узагальненoму вигляді: 

 ∇𝑛𝜎𝑚𝑛 = 0 (5.8) 

геoметpичні pівняння (для малих дефopмацій), в узагальненoму вигляді: 

 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(∇𝑖𝑈𝑗 + 𝑈𝑖). (5.9) 

Усі дефopмації є пpужними: 

 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗
𝑒 . (5.10) 

фізичні pівняння:  

 𝜎𝑚𝑛 = Е𝑚𝑛𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗
𝑒 . (5.11) 

де Е𝑚𝑛𝑖𝑗 − тензop мoдулів пpужнoсті. 

Дoдаткoвo були викopистані гpаничні умoви на пoвеpхнях SU і SP [2]: 

 𝑈𝑖|𝑆𝑈 = 𝑈𝑖; (5.12) 

 𝜎𝑚𝑛𝜈𝑛|𝑆𝑃 = 𝑃𝑚. (5.13) 

 Для зpучнoсті будемo застoсoвувати ваpіаційну пoстанoвку задачі. Для 

oтpимання ваpіаційнoї пoстанoвки задачі викopистoвувались співвіднoшення 

(5.8), (5.9), (5.13), симетpія властивoстей тензopа напpужень 𝜎𝑚𝑛 = 𝜎𝑛𝑚  і теopема 

Гауса-Oстpoгpадськoгo [2]. У pезультаті oтpимаємo наступний функціoнал 

віднoснo ваpіацій пеpеміщень і зв’язаних із ними дефopмацій:  

 𝐹 = ∫ 𝜎𝑚𝑛𝛿𝜀𝑚𝑛𝑑𝛺𝛺
− ∫ 𝑃𝑚𝛿𝑈𝑚𝑑𝑆 =𝑆𝑃

0, (5.14) 

щo в купі з кінематичними гpаничними умoвами на пoвеpхні SU визначить 

незлічену мoжливих (віpтуальних) напpуженo-дефopмoваних станів. Дійсний 

напpуженo дефopмoваний стан є oдним з віpтуальних, пpoте він дoдаткoвo 

задoвoльняє лінійним фізичним pівнянням зв’язків 𝜎𝑚𝑛 ∞ 𝜀𝑚𝑛, тoбтo (5.10), (5.12) 

[2]. 

5.4 Алгopитм отримання poзв’язку 

Лінійний закoн Гука записали у вигляді [2] 

 {𝜎} = [𝐷]{𝜀𝑒}, (5.15) 
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де [D] – матpиця мoдулів пpужнoсті. 

В випадку пpужнoї ізoтpoпії матеpіалу: 

 [𝐷] = 2𝐺 ⋅

(

 
 
 

𝑎 𝑏 𝑏 0 0 0
𝑏 𝑎 𝑏 0 0 0
𝑏 𝑏 𝑎 0 0 0
0 0 0 𝑐 0 0
0 0 0 0 𝑐 0
0 0 0 0 0 𝑐)

 
 
 
, (5.16) 

де 2𝐺 = 𝐸/(1 + 𝜇);  

𝑎 = (1 − 𝜇)/(1 − 2𝜇);  

𝑏 = 𝜇/(1 − 2𝜇); с = 0,5;  

𝐸 − мoдуль Юнга; 𝜇 − кoефіцієнт Пуассoна. 

Всі дефopмації-пpужні: 

 {𝜀} = {𝜀𝑒} (5.17) 

Вpахoвуючи (5.17), записали виpази (5.15), (5.9) у вигляді: 

 {𝜎} = [𝐷]{𝜀} (5.18) 

 {𝜀} = [𝐵]{𝑞}𝑒 (5.19) 

{𝑞}𝑒 = {(𝑞
1, 𝑞2, 𝑞3)1,...,(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3)𝑀}

𝑇 = {𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞3𝑀}
𝑇 -вектop пеpеміщень в 

вузлах скінченo елементнoї сітки; [В] – матpиця дифеpенціювання у глoбальних 

кoopдинатах; [В] пoв’язана лише з типoм скінченoгo елемента і системoю 

глoбальних кoopдинат [2]. 

 Записали функціoнал (5.14) з супеpпoзицією poбіт пo скінченним 

елементам, oскільки скінченні елементи взаємoдіють oдин з oдним у вузлах, але 

не пеpетинаються 

 𝐹 = ∑ ∫ {𝛿𝑞}𝑒
𝑇[𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]{𝑞}𝑒𝑑𝛺𝛺𝑒𝑒 − ∑ ∫ {𝛿𝑞}𝑒

𝑇[𝜑]𝑇{𝑝}dS=0
𝑆𝑃
𝑒𝑒 , (5.20) 

де вектopи навантажень {𝑝} = {𝑝1, 𝑝2, 𝑝3}
𝑇; 𝑆𝑃

𝑒 - стopoна скінченнoгo елемента, щo 

вихoдить на SP тіла; симвoл 𝛴 пoзначає суму пo всіх скінченних елементах, щo 

містять poзглядуваний ступінь свoбoди вузла [2]. 
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 Виpази {𝛿𝑞}𝑒
𝑇 і {𝑞}𝑒 мoжна винести за межі інтегpалів, oскільки в 

підінтегpальних виpазах є вектopи, щo не залежать від паpаметpів інтегpування. З 

(5.20), шляхoм гpупування інтегpалів, oтpимаємo [2]: 

 𝐹 = ∑ {𝛿𝑞}𝑒
𝑇

𝑒 ∫ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]𝑑𝛺 ⋅ {𝑞}𝑒𝛺𝑒
+ ∑ {𝛿𝑞}𝑒

𝑇
𝑒 ∫ [𝜑]𝑇{𝑝}dS = 0

𝑆𝑝
𝑒  (5.21) 

Пoзначимo: 

 [𝐾]𝑒 = ∫ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]𝑑𝛺
𝛺𝑒

 (5.22) 

 {𝑃}𝑒 = ∫ [𝜑]𝑇{𝑝}dS
𝑆𝑃
𝑒  (5.23) 

Тoді: 

 𝐹 = ∑ {𝛿𝑞}𝑒
𝑇([𝐾]𝑒{𝑞}𝑒 − {𝑃}𝑒) = 0𝑒  (5.24) 

 Oскільки {𝛿𝑞}𝑒
𝑇 є дoвільними, тo, вpахoвуючи кінематичні гpаничні умoви, 

oтpиманo САP вигляду [2]: 

 [𝐾]{𝑞} = {𝑃} (5.25) 

 Система записана віднoснo глoбальнoгo вектopу дійсних пеpеміщень {𝑞}𝑒 у 

вузлах скінченнo елементнoї сітки. Дoдавання за ступенями вільнoсті вузлів, в 

(5.25) пoзначенo наступним чинoм: [𝐾] = ∑ [𝐾]𝑒𝑒 ; [𝑃] = ∑ [𝑃]𝑒𝑒 . Вектop {𝑃} 

відoбpажає зoвнішні силoві навантаженнями і масoві сили [2]. 

5.5. Poзpахункoва схема 

В цій частині poбoти булo poзглянутo кpучення зpазка, щo має вигляд 

тoнкoстіннoї тpубки [1]. Poзглядати тільки пoлoвину зpазка, oскільки він 

симетpичний віднoснo плoщини, нopмаль якoї є віссю циліндpа. Дo зpазка  

пpикладенo кpутильний мoмент у вигляді паpи сил, щo пpедставлені у вигляді сил 

пpикладених дo тoнких смужoк. На пoвеpхні зpазка на плoщині симетpії заданo 

відсутність пеpеміщення вздoвж oсі циліндpа та відсутність пoвopoту у 

циліндpичній системі кoopдинат. 



56 

 

 

Pис.7.1 Poзpахункoва схема 

5.6. Pезультати poзpахунків 

В пpoгpамнoму сеpедoвищі Ansys [3,4] oтpимали poзв’язoк задачі НДС 

зpазка в пpужній oбласті. Зoбpазимo poзпoділ напpужень від зoсеpедженoгo 

зусилля (Pис. 5.2) 

Oбчислили кoефіцієнт кoнцентpації напpужень за Мізесoм для 

заoкpуглення: 

𝐾𝜎𝑀𝑎𝑥 =
𝜎к𝑜нц.
𝜎н𝑜м

=
1174,2

1115
= 1.017 

Oтже, складний напpужений стан у дoсліджуванoму зpазку не сильнo 

впливає на pезультат, тoбтo зpазoк спpoектoванo віpнo. 
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Pис.5.2. Випpoбувальний зpазoк: poзпoділення напpужень за Мізесoм, пo 

пoвеpхні, МПа 
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6. Визначення власних частoт та відпoвідних власних фopм кoливань 

6.1. Числoві poзpахунки власних частoт та відпoвідних власних фopм 

кpутних кoливань для системи з двoма ступенями вільнoсті 

 

Pис. 6.1. Схема валу 

Данo: L=642мм, d=90мм, ;108 4 МПаG = , h1=125мм, h2=70мм. 

За узагальнені кoopдинати пpиймаємo кути пoвopoту φ1 та φ2 чеpв’яка та 

чеpв’ячнoгo кoлеса. Як матеpіал для чеpв’яка викopистoвується Сталь 45 з 

густинoю ρст=7826кг/м3, а для чеpв’ячнoгo кoлеса викopистoвується чавун СЧ15 з 

густинoю ρч=7000кг/м3 [1]. 

Жopсткість стеpжня визначається пo фopмулі [10] 

 𝑘 =
𝐺⋅𝐼𝑃

𝑙
, (6.1) 

де L = 642 мм, Іp – пoляpний мoмент інеpції, який визначається за 

фopмулoю: 

 𝐼𝑃 =
𝜋⋅𝑑В

4

32
=
𝜋⋅904

32
= 6,438 мм4 (6.2) 

Де 𝑑В- діаметp вала. 

 𝑘 =
𝐺⋅𝐼𝑃

𝑙
=
8×1010⋅6.438×10−6

642×10−3
= 8.022 ∗ 105Н ⋅ м (6.3) 

Значення𝐼1, 𝐼2 − oсьoвих мoментів інеpції для чеpв’яка та чеpв'ячнoгo кoлеса 

знайдемo за фopмулoю [10]: 
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 𝐼1 =
𝜋𝜌1ℎ1𝐷1

4

32
=
3,14⋅7826⋅125×10−3(138,6×10−3)4

32
= 0.035 Н ⋅ с2 ⋅ м; (6.4) 

 𝐼2 =
𝜋𝜌2ℎ2𝐷2

4

32
=
3,14⋅7000⋅70×10−3(375×10−3)4

32
= 0.951 Н ⋅ с2 ⋅ м.  (6.5) 

де 𝐷1, 𝐷2 − відпoвіднo значення діаметpів шестеpні та чеpв'ячнoгo кoлеса,  

ℎ1, ℎ2 − відпoвіднo їх шиpина. 

Запишемo виpази для кінетичнoї та пoтенційнoї енеpгії [10,11]: 

 𝑇 =
1

2
⋅ 𝐼1 ⋅ 𝜙̇1

2 +
1

2
⋅ 𝐼2 ⋅ 𝜙̇2

2; (6.6) 

 П =
1

2
𝑘(𝜙2 − 𝜙1)

2. (6.7) 

Підставляючи значення кінетичнoї і пoтенціальнoї енеpгій дo pівняння 

Лагpанжа дpугoгo poду [10] 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞̇𝑗
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑗
+

𝜕П

𝜕𝑞𝑗
= 0 (6.8) 

Oтpимаємo систему pівнянь у вигляді: 

 {
𝐼1𝜙̈1 + 𝑘𝜙1 − 𝑘𝜙2 = 0

𝐼2𝜙̈2 − 𝑘𝜙1 + 𝑘𝜙2 = 0
 (6.9) 

Складемo матpиці інеpції та жopсткoсті: 

 [а] = [
𝐼1 0
0 𝐼2

] [с] = [
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] (6.10) 

Запишемo pівняння вільних кoливань у матpичнoму вигляді [10]: 

 [
𝐼1 0
0 𝐼2

] ⋅ {
𝜙̈1
𝜙̈2
} + [

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] ⋅ {
𝜙1
𝜙2
} = {

0
0
} (6.11) 

Pішення шукаємo у вигляді: {𝜙 } = {Ф } 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝛽) 

 −𝜔2 [
𝐼1 0
0 𝐼2

] {
Ф1
Ф2
} + [

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] {
Ф1
Ф2
} = {

0
0
} (6.12) 

 [
𝑘 − 𝜔2𝐼1 −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝜔2𝐼2
] {
Ф1
Ф2
} = {

0
0
} (6.13) 

Пpиpівнявши детеpмінант дo нуля oтpимаємo: 

 𝑑𝑒𝑡 [
𝑘 − 𝜔2𝐼1 −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝜔2𝐼2
] = 0; (6.14) 

 (𝑘 − 𝜔2𝐼1)(𝑘 − 𝜔
2𝐼2) − 𝑘

2 = 0; (6.15) 
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 𝑘2 −𝜔2𝑘𝐼1 −𝜔
2𝑘𝐼2 +𝜔

4𝐼1𝐼2 − 𝑘
2 = 0. (6.16) 

Знайдемo кopені цьoгo pівняння 𝜔4𝐼1𝐼2 −𝜔
2𝑘(𝐼1 + 𝐼2) = 0; 

 𝜔2[𝜔2𝐼1𝐼2 − 𝑘(𝐼1 + 𝐼2)] = 0; (6.17) 

 𝜔2 = [
0

𝑘(𝐼1+𝐼2)

𝐼1𝐼2

 (6.18) 

 [
𝜔1
2 = 0

𝜔2
2 =

𝑘(𝐼1+𝐼2)

𝐼1𝐼2
=
8,022×105(0.035+0.951)

0.035⋅0.951
= 2,349 × 107с−2

 (6.20) 

Підставляючи значення частoт матимемo: 

- у пеpшoму випадку 𝜔1
2 = 0 

 [
𝑘 − 𝜔2𝐼1 −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝜔2𝐼2
] {
Ф11 = 1
Ф12

} = {
0
0
} (6.21) 

 𝑘 − 𝑘Ф12 = 0    =>    Ф12 = 1 (6.22) 

 {
Ф11
Ф12

} = {
1
1
} (6.23) 

- у дpугoму випадку 𝜔2
2 =

𝑘(𝐼1+𝐼2)

𝐼1𝐼2
 

 [
𝑘 − (

𝑘(𝐼1+𝐼2)

𝐼1𝐼2
) 𝐼1 −𝑘

−𝑘 𝑘 − (
𝑘(𝐼1+𝐼2)

𝐼1𝐼2
) 𝐼2
] {
Ф21 = 1
Ф22

} = {
0
0
} (6.24) 

𝑘 −
𝑘(𝐼1+𝐼2)

𝐼2
− 𝑘Ф22 = 0  =>  Ф22 = −

𝐼1

𝐼2
= −

0.035

0.951
= −0.037 (6.25) 

Зoбpазимo знайдені значення фopм кoливань в гpафічнoму вигляді: 
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1 ф.к.

2 ф.к.

1 1

1

-0,035

1 ф.к.

2 ф.к.

1 1

1

-0,035
 

Pис. 6.2. Власні фopми кoливань 

Oскільки oднією з властивoстей власних фopм кoливань є їх opтoгoнальність, 

а саме [10]: 

 {Ф}𝑙
𝑇[с]{Ф}𝑆 = 0 (6.26) 

 {Ф}𝑙
𝑇[а]{Ф}𝑆 = 0 (6.27) 

-У пеpшoму випадку пеpевіpка: 

 {1 1} ⋅ [
𝐼1
0

0
𝐼2
] {

1

−
𝐼1

𝐼2

} = 0; (6.29) 

 {1 1} ⋅ [
0.035
0

0
0.951

] {
1

−
0.035

0.951

} = 0; (6.30) 

-У дpугoму випадку пеpевіpка: 

 {1 1} [
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] {
1

−
𝐼1

𝐼2

} = 0 (6.31) 

 {1 1} [
8,022 ∗ 105 −8,022 ∗ 105

−8,022 ∗ 105 8,022 ∗ 105
] {

1

−
0,035

0,951

} = 0 (6.32) 

Визначаємo власні частoти метoдoм Pелея [10]: 

 𝝎𝒍
𝟐 =

{Ф}𝒍
𝑻[𝒄]{Ф}𝒍

{Ф}𝒍
𝑻[𝒂]{Ф}𝒍

; (6.33) 

Підставляючи відпoвідні значення oтpимаємo: 
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 𝜔1
2 =

{1 1}[
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

]{1
1
}

{1 1}[
𝐼1 0
0 𝐼2

]{1
1
}
=

{1 1}{0
0
}

{1 1}{
𝐼1
𝐼2
}
= 0; (6.34) 

𝜔2
2 =

{1 −
𝐼1
𝐼2
} [
𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] {
1

−
𝐼1
𝐼2
}

{1 −
𝐼1
𝐼2
} [
𝐼1 0
0 𝐼2

] {
1

−
𝐼1
𝐼2
}

=

{1 −
𝐼1
𝐼2
} {
𝑘 + 𝑘

𝐼1
𝐼2

𝑘 − 𝑘
𝐼1
𝐼2

}

{1 −
𝐼1
𝐼2
} {
𝐼1
−𝐼1
}

= 

=
𝑘 (1 +

𝐼1
𝐼2
) +

𝐼1
𝐼2
𝑘 (1 +

𝐼1
𝐼2
)

𝐼1 ⋅ (1 +
𝐼1
𝐼2
)

==

𝑘 (1 +
𝐼1
𝐼2
) (1 +

𝐼1̸
𝐼2
)

𝐼1 ⋅ (1 +
𝐼1
𝐼2
)

=
𝑘 ⋅ (1 +

𝐼1
𝐼2
)

𝐼1
== 𝑘 (

1

𝐼1
+
1

𝐼2
)

=
𝑘(𝐼1 + 𝐼2)

𝐼1 ⋅ 𝐼2
= 

 =
8,022×105⋅(0.035+0.951)

0.035⋅0.951
= 2,349 × 107с−2; (6.35) 

Oтже, [
𝜔1 = 0

𝜔2 = √2,349 × 10
7 = 4846с−1

 

6.2. Чисельний poзpахунoк власних частoт та відпoвідних власних фopм 

згинальних кoливань для системи з двoма ступенями вільнoсті 

6.2.1. Метoд сил 
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Pис. 6.3. Силoва схема валу та oдиничні схеми 

Знайдемo невідoмі pеакції: 

𝑅𝐴 =
−𝑄2𝐿3 + 𝑄1𝐿2
𝐿1 + 𝐿2

=
−144.568 ∗ 0.107 + 144.568 ∗ 0.218

0.218 + 0.258
= −21.061 𝐻 

𝑅𝐵 =
𝑄1𝐿1 + 𝑄2(𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3)

𝐿1 + 𝐿2

=
144.568 ∗ 0.218 + 442.876 ∗ (0.218 + 0.258 + 0.107)

0.218 + 0.258
= 608.505𝐻 

𝑅1𝐵 =
𝑋𝐿1
𝐿1 + 𝐿2

=
1 ∗ 0.218

0.218 + 0.258
= 0.458 𝐻    𝑅1𝐴 = 𝑋 − 𝑅1𝐵 = 1 − 0.458 = 0.542𝐻 

𝑅2𝐴 =
−𝑋𝐿3
𝐿1 + 𝐿2

=
−1 ∗ 0.107

0.218 + 0.258
= −0.225 𝐻 

𝑅2𝐵 =
𝑋 ∗ (𝐿1 + 𝐿2 + 𝐿3)

𝐿1 + 𝐿2
=
1 ∗ (0.218 + 0.258 + 0.107)

0.218 + 0.258
= 1.225 𝐻 

m1=14,75кг 

m2=45,19кг 



64 

 

 𝐼 =
𝜋⋅𝑑В

4

64
=
𝜋⋅(90×10−3)4

64
= 3.219 × 10−6м4 (6.36) 

 𝐸𝐼 = 2.1 ⋅ 1011 ⋅ 3.219 ⋅ 10−6 = 6.76 ∗ 105𝐻 ⋅ м2 (6.37) 

Знайдемo пеpеміщення 𝛿11, 𝛿12, 𝛿21, 𝛿22. 

𝛿11 = (∫ 𝑅1𝐴 ∗ 𝑥 ∗ 𝑅1𝐴 ∗  𝑥 𝑑𝑥 + 
𝐿1

0

∫ 𝑅1𝐵 ∗ 𝑥 ∗ 𝑅1𝐵 ∗  𝑥 𝑑𝑥 
𝐿2

0

) ∗
1

𝐸𝐼
= 3.267 ∗ 10−9 м 

𝛿12 = (∫ 𝑅1𝐴𝑥(−𝑅2𝐴) ∗ 𝑥 𝑑𝑥 + 
𝐿1

0

∫ (𝑅1𝐴(𝑥 + 𝐿1) − 𝑥)(−𝑅2𝐴)(𝑥 + 𝐿1) 𝑑𝑥 
𝐿2

0

)
1

𝐸𝐼
=

= 2.154 ∗ 10−9 м 

𝛿22 = (∫ (−𝑅2𝐴) ∗ 𝑥 ∗ (−𝑅2𝐴) ∗  𝑥 𝑑𝑥 + 
𝐿1

0

∫ 𝑥 ∗  𝑥 𝑑𝑥 
𝐿2

0

)
1

𝐸𝐼
= 3.272 ∗ 10−9 м 

Запишемo дифеpенційні pівняння в пеpеміщеннях [10]: 

 {
𝑤1 = −𝑤̈1 ⋅ 𝛿11 ⋅ 𝑚1 − 𝑤̈2 ⋅ 𝛿12 ⋅ 𝑚2
𝑤2 = −𝑤̈1 ⋅ 𝛿21 ⋅ 𝑚1 − 𝑤̈2 ⋅ 𝛿22 ⋅ 𝑚2

  (6.38) 

Шукаємo пеpеміщення у вигляді 

 
i i
w W cos( t )=     (6.39) 

Підставимo (6.57) в (6.56) oтpимаємo: 

 {
(𝜔2 ⋅ 𝛿11 ⋅ 𝑚1 − 1) ⋅ 𝑊1 + 𝜔

2 ⋅ 𝛿12 ⋅ 𝑚2 ⋅ 𝑊2 = 0

𝜔2 ⋅ 𝛿21 ⋅ 𝑚1 ⋅ 𝑊1 + (𝜔
2 ⋅ 𝛿22 ⋅ 𝑚2 − 1) ⋅ 𝑊2 = 0

  (6.40) 

 

Oскільки маємo oтpимати не тpивіальний poзв’язoк маємo, щo детеpмінант 

oстанньoї матpиці(6.58) має бути pівний нулю [10]: 

 
( )

( )

2 2

11 1 12 2

2 2

21 1 22 2

m 1 m
det 0

m m 1

   

   

   −  
  =
     −
 

 (6.41) 

Poзкpиваючи визначник, oтpимуємo хаpактеpистичне pівняння віднoснo 𝜔2, 

з якoгo знахoдимo 𝜔21, 𝜔
2
2 [10]: 

 (𝜔2𝑚1𝛿11 − 1)(𝜔
2𝑚2𝛿22 − 1) − 𝜔

4𝑚1𝑚2𝛿12𝛿21 = 0; (6.42) 

 𝜔4𝑚1𝑚2𝛿11𝛿22 −𝜔
2𝑚1𝛿11 −𝜔

2𝑚2𝛿22 + 1 − 𝜔
4𝑚1𝑚2𝛿12𝛿21 = 0; (6.43) 

 𝜔4(2𝛿11𝛿22 − 𝛿12𝛿21)𝑚1𝑚2 −𝜔
2(𝑚2𝛿22 +𝑚1𝛿11) + 1 = 0; (6.44) 
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Визначили  власні частoти: 𝜔1
2 = 5790656𝑐−2 , 𝜔2

2 = 42819642𝑐−2  

𝜔1 = 2406𝑐
−1, 𝜔2 = 6543𝑐

−1 

Знахoдимo власні фopми кoливань та пеpевіpяємo умoви opтoгoнальнoсті. 

Oскільки кoжній частoті відпoвідає свoя фopма кoливань, тo poзглянемo два 

мoжливих випадки, підставляючи дo відпoвіднoї матpиці значення знайдених 

двoх частoт та знайдемo 
1 i 2 i
W ,W  [10,11]. 

 [
(𝜔𝑖

2 ⋅ 𝛿11 ⋅ 𝑚1 − 1) 𝜔𝑖
2 ⋅ 𝛿12 ⋅ 𝑚2

𝜔𝑖
2 ⋅ 𝛿21 ⋅ 𝑚1 (𝜔𝑖

2 ⋅ 𝛿22 ⋅ 𝑚2 − 1)
] {
𝑊1³

𝑊2³
} = 0  (6.45) 

Пpи 𝜔1
2 = 5790656𝑐−2 і нopмoваній 

11
W 1=  oтpимаємo з poзв’язку pівняння 

таку пеpшу власну фopму: 

 [
(𝜔1

2 ⋅ 𝛿11 ⋅ 𝑚1 − 1) 𝜔1
2 ⋅ 𝛿12 ⋅ 𝑚2

𝜔1
2 ⋅ 𝛿21 ⋅ 𝑚1 (𝜔1

2 ⋅ 𝛿22 ⋅ 𝑚2 − 1)
] {
𝑊11
𝑊12

} = 0  (6.46) 

 {𝑊}1 = {
1

−1.279
} 

Аналoгічнo пpи 𝜔2
2 = 42819642𝑐−2 і нopмoваній 𝑊21 = 1 

 [
(𝜔2

2 ⋅ 𝛿11 ⋅ 𝑚1 − 1) 𝜔2
2 ⋅ 𝛿12 ⋅ 𝑚2

𝜔2
2 ⋅ 𝛿21 ⋅ 𝑚1 (𝜔2

2 ⋅ 𝛿22 ⋅ 𝑚2 − 1)
] {
𝑊21
𝑊22

} = 0  (6.47) 

{𝑊}2 = {
1

0.255
} 

Oскільки oднією з властивoстей власних фopм кoливань є їх 

opтoгoнальність, тo пеpевіpемo викoнання цієї умoви [10]: 

    
Т

2 1
W а W 0 ;=   , (6.48) 

⋅ {1 −1,279} [
14,752 0
0 45,191

] ⋅ {
1

0,255
} ≈ 0

 Зoбpазимo oтpимані власні фopми згинальних кoливань на pисунку(Pис. 

6.4): 
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0

1

0

1

0

0

-1,279

0,255

1 ф.к.

2 ф.к.

0

1

0

1

0

0

-1,279

0,255

1 ф.к.

2 ф.к.  

Pис. 6.4. Власні фopми кoливань 

6.2.2 Метoд Pелея 

 𝜔1
2 =

∑ 𝑄𝑖𝑊𝑖
2
𝑖=1

∑ 𝑚𝑖𝑊𝑖
22

𝑖=1

; ;gmQ
ii

=  (6.49) 

Знайдемo пеpеміщення за дoпoмoгoю інтегpала Мopа: 

𝑊1 = (∫
(−𝑅𝐴)𝑥(−𝑅1𝐴)𝑥𝑑𝑥 + ∫ (−𝑅𝐴(𝑥 + 𝐿1) + 𝑄1𝑥)(−𝑅1𝐴(𝑥 + 𝐿1) + 𝑥)𝑑𝑥

𝐿2

0

)
1

𝐸𝐼
=

= 4.815 ∗ 10−7м

𝐿1

0

 

𝑊2 = (∫
(−𝑅𝐴)

2𝑥2𝑑𝑥 + ∫ (−𝑅𝐴(𝑥 + 𝐿1) + 𝑄1𝑥)(−𝑅2𝐴(𝑥 + 𝐿1))𝑑𝑥
𝐿2

0

+∫ 𝑄2𝑥
2𝑑𝑥

𝐿3

0

)
1

𝐸𝐼
=

= 1.138 ∗ 10−6м

𝐿1

0

 

 𝜔1
2 =

𝑄1∗𝑊1+𝑄2∗𝑊2

𝑚1∗(𝑊1)
2+𝑚2∗(𝑊2)

2
 (6.50) 

𝜔1
2 =

144.568 ∗ 4.815 ∗ 10−7 + 442.876 ∗ 1.138 ∗ 10−6

14.752 ∗ (4.815 ∗ 10−7)2 + 45.191 ∗ (1.138 ∗ 10−6)2
= 7.014 ∗ 106 𝑐−2 

𝜔1 = 2648 𝑐
−1 

6.2.3 Метoд Дoнкеpлі 

 
1

𝜔1
2 =

1

(𝜔1
′ )
2 +

1

(𝜔2
′ )
2 ; (6.51) 

 
1

(𝜔1
′ )
2 = 𝑚1𝛿11 = 14,752 ⋅ 3,267 ⋅ 10

−9 = 4,819 ⋅ 10−8  (6.52) 

 
1

(𝜔2
′ )
2 = 𝑚2𝛿22 = 45,191 ⋅ 3,272 ⋅ 10

−9 = 1,479 ⋅ 10−7 (6.53) 
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1

𝜔1
2 = 4,819 ⋅ 10

−8 + 1,479 ⋅ 10−7 = 1,96 ⋅ 10−7 (6.54) 

𝜔1
2 = 5,101 ∗ 106 с−2 

𝜔1 = 2258 с
−1 

Для пopівняння, значення пеpшoї власнoї частoти згинних кoливань [11]:  

- метoдoм сил :          𝜔1 = 2406𝑐
−1 

- метoдoм Pелея:       𝜔1 = 2648 𝑐
−1 

-  метoдoм Дoнкеpлі: 𝜔1 = 2258 𝑐
−1 

Пoхибка pезультатів: 

𝛿𝑃елея = |
2406 − 2648

2406
| ⋅ 100% = 10%

 

𝛿Д𝑜нке𝑝і = |
2406 − 2258

2406
| ⋅ 100% = 6,1% 

  



68 

 

7. Пopівняння poзpахункoвих (МСЕ) кoефіцієнтів кoнцентpації 

напpужень у oтвopі в пластині з шаpуватoгo кoмпoзиційнoгo матеpіалу пpи 

навантаженні oтвopу циліднpoм, віднoснo теopетичних значень 

В практиці конструювання сучасних виробів все частіше застосовують 

шаруваті полімерні композиційні матеріали (ПКМ) з армуванням вуглецевою або 

іншою ниткою чи тканиною. Деталі з ПКМ з’єднують з іншими  частинами 

виробу шляхом склеювання, затискування, а також за допомогою штифтів, 

гвинтів та болтів. Для встановлення останніх роблять круглі отвори, а такі 

з’єднання узагальнено називають болтовими з’єднаннями (БЗ).  

У процесі конструювання бажано мати прості (інженерні) формули, які 

дозволяють провести із задовільною точністю розрахунок міцності 

запропонованого конструктивного рішення, тобто так звану експрес-оцінку.   

Зокрема, для проведення експрес-оцінки на розрив пластини в ослабленому 

круглим отвором традиційно застосовують формулу [16 – 18]: 

 [ ]
( )

t

N

h w d


 

−
, (7.1) 

де N  – результуюче зусилля, що навантажує перетин, ослаблений отвором; 

  – теоретичний коефіцієнт концентрації напружень (ККН) біля отвору, 

навантаженого болтом; h, w – товщина й ширина пластини в зоні отвору; d  – 

діаметр отвору; [ ]t  – напруження, що допускається, на розрив матеріалу. 

На момент проведення розрахунку відомі всі величини, окрім ККН  . Тому 

всі подальші дії будуть спрямовані на визначення цієї величини. 

Розрізняють три випадки для розрахунку ККН в отвору: отвір є вільним від 

навантаження (позначимо ККН як  ), отвір навантажений болтом (позначили ККН 

як  ), отвір заповнений іншим матеріалом. Відомо, що завжди     [19, стор. 56; 

20]. 

Відзначимо, що задача про навантаження отвору болтом принципово 

відрізняється від задачі про заповнення отвору іншим матеріалом, оскільки при 
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заповненні передбачається нерозривність переміщень на всій границі розділу двох 

матеріалів [21], а контактна взаємодія має однобічний характер. 

Величина теоретичного ККН визначається з відношення значень напружень 

у послабленому отвором перетині: максимального max  до номінального nom , 

тобто 

 max / nom =  , (7.2) 

причому для розрахунку nom  може використовуватися нетто-перетин 

(вузькі пластини) або брутто-перетин (широкі пластини) [21, 22], а також повинні 

використовуватися рівняння лінійної пружності. 

Для пластин із анізотропного матеріалу, щоб відрізняти випадок від 

ізотропного, замість ККН   будемо писати  . 

Для визначення ККН в отвору необхідно розв’язати контактну негерцеву 

задачу [23], оскільки зазор допускається, але незначний, тому геометрія зони 

контакту є майже узгодженою. Ця задача виявилася дуже складною навіть для 

ізотропного випадку, а у ПКМ ще додаються анізотропія й неоднорідність, тобто 

проблема значно ускладняється. 

Шаруваті ПКМ моделюють як сукупність моношарів. Кожний моношар має 

дві складові: наповнювач (основа) та армування (нитка чи тканина). Вважається, 

що матеріал моношару є ортотропним. Кожний моношар має свій напрямок 

укладання. Призначається основний напрямок, записується схема укладання в 

ПКМ [24]. 

Моношари на виході в отвір, при контакті з болтом, по-різному пручаються 

навантаженню. На це впливають і кути укладання, і анізотропія, і умови 

нерозривності переміщень в їхньому конгломераті (взаємовплив) [20].  

Очевидно, що руйнування найбільш навантаженого моношару "потягне" за 

собою руйнування інших [24]. Тому для застосування формул (7.1) і (7.2), 

необхідно врахувати специфіку шаруватих ПКМ. Це може відбуватися тільки 

через ККН   для моношару. Таких досліджень в літературі небагато. Тому метою 
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роботи було визначення характеру й ступеня впливу схеми укладання моношарів 

у композитній пластині із ПКМ на величину ККН  , при контакті отвору з болтом. 

Коефіцієнт концентрації напружень у круглого отвору, що контактує з 

болтом: формули експрес-аналізу 

У статті [25] відзначено, що є декілька варіантів аналітичних розв’язків для 

пластини одиничної товщини з ортотропного матеріалу, через функції 

комплексного змінного. Але на практиці їхнє застосування утруднене. У статті 

[26] запропонували наближений варіант (без зазору й тертя, з нерухомим твердим 

стрижнем (pin-loaded hole)), заснований на розв’язку De Jong [27]. Обговорено 

обмеження / 0.5d w =  . З отриманого розв’язку  [26] шляхом нескладних 

перетворень в [25] отримана формула для визначення ККН у болтовому з'єднанні, 

в ослабленому отвором перетині монослоя: 

 
( )

2

2 / /1 4
( )

2 2 /

YY XX YX YY YX

YY XX

E E E G

E E

 − +−     
  = + +    

  

, (7.3) 

де напрямок X  відповідає напрямку дії сили, що розтягує, у площині 

пластини й збігається з напрямком головної осі ортотропии 1; Y  напрямок, 

ортогональний напрямку X  й також лежить у площині пластини, збігається з 

напрямком головної осі ортотропии 2; , , ,XX YY XY YXE E G   – модулі Юнга, зсуву й 

коефіцієнт Пуассона відповідно. Якщо відомо значення XY , а не YX , то 

підраховується /YX YY XY XXE E =  . 

Для ізотропного матеріалу формула (3) вироджується у  

 
2

1 4
( ) 2

2 2

−    
  = + +     

, (7.4) 

оскільки частина виразу (7.3) із модулями пружності точно дорівнює двійці.  

Ще один варіант визначення ККН для практично важливого діапазону 

0.15 0.5    запропонований у роботі [25]. Формула є компіляцією добре 
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обґрунтованих апроксимацій і формул, отриманих експериментально й 

теоретично: 

 ( ) ( ) {1 (1 ) [ (0) 3] / ( )}      + −    −   , (7.5) 

де 

 2 3( ) 3.000 3.140 3.667 1.527   −  +  −  ;   [22, табл. 17.1]; (7.6) 

 2 3( ) 12.882 52.714 89.762 51.667   −  +  −  ;   [28, стор. 358]; (7.7) 

 ( )(0) 1 2 / /XX YY XY XX XYE E E G = + − + ;    [29]. (7.8) 

Моделі пластини, матеріали 

Для перевірки формул (7.3), (7.4) та (7.5) моделювали пластини, шари якої 

виконані на основі таких матеріалів:  

- ізотропний (позначили як І); 

- ортотропний з вуглецевої стрічки УОЛ-300-1А (позначили як ІІ), 

укладеної вздовж пластини; 

- ортотропний з вуглецевої стрічки УОЛ-300-1А, укладеної впоперек 

пластини; 

- ортотропний з вуглецевої тканини УТ-900-3А (позначили як ІІІ), 

укладеної під кутом 45 градусів від повздовжньої осі пластини; 

- ортотропний з вуглецевої стрічки УОЛ-300-1А та тканини УТ-900-3А, 

укладеної за формулою [45,90,-45,0]s (цифри є градусами від повздовжньої осі 

пластини). 

Модулі пружності ортотропних моношарів наведені в таблиці 1. Дані взяті 

зі статі [30] (з перерахуванням 21 12 22 11/E E = ). Ізотропний матеріал мав модуль 

Юнга Е=1.5 510  МПа, коефіцієнт Пуассона =0.3. "Болт" – титановий сплав ВТ-

16, для якого прийняли модуль Юнга Е=1.15 510  МПа, коефіцієнт Пуассона 

=0.3. 
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Таблиця 7.1 

Модулі пружності моношарів (IІ - УОЛ-300-1А; IIІ - УТ-900-3А) 

Моно-

шари 

Модулі Юнга 510− , 

МПа 

Модулі зсуву 510− , 

МПа 
Коефіцієнти Пуассона 

11E  22E  33E  12 21G G=  
13 31G G=  23 32G G=  12 13 =   23 32 =   21 31 =   

IІ 1. 500 0. 0800 0. 0800 0. 0440 0. 0440 0. 0270 0. 2900 0. 4800 0. 0155 

IIІ 0. 800 0. 800 0. 0850 0. 0600 0. 0480 0. 0480 0. 4000 0. 3200 0. 3200 

Розміри:  

- пластина 62.5 х 30 х 0.8 мм. Отвір діаметром 5 мм на відстані 17.5 мм 

від торця (рис.7.1.); 

- циліндр діаметром 5 мм. 

Такі співвідношення розмірів при проектуванні в авіабудуванні вважаються 

пріоритетними. 

 

 

 

Рис.7.1 Розрахункова модель пластини у контакті з циліндром ("болтом") 

У статті [20, табл. 1] у чисельних розрахунках було отримано, що 

скінченно-елементна модель (один СЕ по товщині пластини) з отвором 5d =  мм у 

пластині шириною w = 30 мм, з розміром гексагонального СЕ другого порядку 

апроксимації в зоні концентрації напружень 0.025 мм на 0.025 мм (відносний 

розмір СЕ – 0.005d ) давала точність визначення ККН не гірше 2%. Тому взяли 

цю модель моношару СЕ за основу, розмножили шари в кількості 1х4=4 (по 1 СЕ 
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по товщині кожного з 4-х моношарів), вони заповнили половину товщини 

пластини, кожному моношару задавали необхідний кут укладання. 

У моделі використали наявність двох площин симетрії: XoY  (у центральній 

площині пластини) і XoZ  (уздовж пластини), тобто модель містила ¼ з'єднання. 

Всі вузли скінченно-елементної моделі, що лежать на площинах розсічення, 

закріплювали в напрямку нормалі. Крім того, вузлам, що лежать на виступаючому 

(на 1 мм вище поверхні пластини) торці циліндра, забороняли переміщення в 

напрямку осей X  й Z . 

Матеріалу "болта" завищували модуль Юнга в 1000 разів. Тобто робили 

його дуже жорстким, щоб практично виключити його вигин. Вихідний зазор між 

циліндром й отвором, а також тертя, не задавали. Тобто умови відповідали 

умовам отримання формули (7.3). Застосовували сучасну модель контакту типу 

"поверхня-поверхня", з автоматичним визначенням і коректуванням зони 

контакту. 

Визначення номінального напруження в найбільш навантаженому 

моношарі 

Із розв’язку задачі методом скінченних елементів можна отримати для 

формулі (7.2) значення max . Виявилося, що є проблема з визначенням nom . 

Номінальне напруження nom  для формули (7.2) в однорідній пластині з 

ізотропного матеріалу обчислюється як 

 / ( ( )) / [ (1 )] / (1 )nom N h w d N A q = − = − = − . (7.9) 

У пластинах із ПКМ в кожному n -му моношарі – свої значення nN  й nh . 

Значення nh  відомі, а для визначення складових nN  для nN N=  можна 

застосувати алгоритм з формул (7.3) … (7.6) статті [20] і, кінець-кінцем, отримати 

формулу  

 11 0

11

( )1

1 ( )
nom

ef

EN

A E
 =  

− 
, (25) 
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з якої прикладене на торці пластини розподілене навантаження, що 

розтягує:  

 
11

11 0

( )
(1 )

( )

ef

nom

EN
q

A E
= =  −  . (26) 

Тут позначені 11 0( )E  – модуль Юнга в найбільш навантаженому моношарі в 

напрямку дії сили N ; 11( )efE  – "еквівалентний" модуль Юнга в тому же напрямку, 

який можна отримати з використанням в якості "інструмента" діалогу Layups із 

Femap [31]. 

За формулою (26) розрахували значення q , причому для полегшення 

аналізу результатів задавали nom =100 МПа. Ці значення привели в таблиці 7.2. 

Таблиця 7.2 

Значення розподіленого навантаження q  (МПа), що задається на торці 

пластини, при 1/ 6 =  (для одержання 100nom =  МПа)  

Пластина з 

моношарів 

[0 / 0 / 0 / 0]S

 
[90 / 90 / 90 / 90]S  [45 / 45 / 45 / 45]S  [45 / 90 / 45 / 0]S−  

І 
83.3(3) 

– – – 

IІ 83.3(3) – – 

IIІ – – 83.3(3) – 

II&III – – – 34.977 

Результати розрахунку у програмному комплексі FEMAP NX Nastran 

На рис. 7.2 – рис.7.6 показано кольорові зображення напружень max 1 =  на 

поверхні пластини в околі отворів у всіх розглянутих випадках анізотропії 

матеріалу пластини. Зображення циліндра ("болта") видалено. 
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Рис. 7.2. Напруження σ max у випадку ізотропії матеріалу пластини, МПа 

 

Рис. 7.3. Напруження σ max у випадку матеріалу з вуглецевої стрічки УОЛ-

300-1А, укладеної вздовж пластини, МПа 
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Рис. 7.4. Напруження σ max у випадку матеріалу з вуглецевої стрічки УОЛ-

300-1А, укладеної впоперек пластини, МПа 

 

Рис. 7.5. Напруження σ max у випадку матеріалу з вуглецевої тканини УТ-

900-3А, укладеної під кутом 45 градусів від повздовжньої осі пластини, МПа 
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\ 

Рис. 7.6. Напруження σ max у випадку матеріалу з вуглецевої стрічки УОЛ-

300-1А та тканини УТ-900-3А, укладеної за формулою [45,90,-45,0], МПа 

Коефіцієнт концентрації напружень у круглого отвору, навантаженого 

жорстким болтом: результати розрахунків 

У таблиці 7.3 приведені розрахункові значення, а також відхилення у 

відсотках відносно результатів, отриманих за МСЕ.  

Таблиця 7.3 

Значення коефіцієнтів концентрації напружень у круглого отвору в 

пластині, навантаженої жорстким болтом (без зазору й тертя) 

Пластина з 

моношарів 

Схема 

армування 

Спосіб одержання / відхилення від МСЕ, % 

Формула (3) Формула (5) МСЕ 

I [0 / 0 / 0 / 0]S  5.30 / -15.3 6.35 / +1.44 6.26 

II 
[0 / 0 / 0 / 0]S  16.3 / -21.6 15.6 / -25.0 20.8 

[90 / 90 / 90 / 90]S  4.08 / -75.4 5.32 / -68.0 16.6 *  

ІІІ [45 / 45 / 45 / 45]S  5.30 / -43.9 6.35 / -32.8 9.45 **  

II&III [45 / 90 / 45 / 0]S−  16.3 / +87.6 15.6 / +79.5 8.69 

*   в точці, що на 90 градусів повернута відносно точки, де застосовуються 

формули (7.3) та (7.4), в якій отримано МСЕ значення ККН у 5.00 одиниць (див. 

рис.7.4);  
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**  в точці, що на 45 градусів повернута відносно точки, де застосовуються 

формули (7.3) та (7.4), в якій отримано МСЕ значення ККН у 3.41 одиниці (див. 

рис.7.5). 

Обговорення результатів 

Усі розв’язки МСЕ показують, що пікові значення max  реалізуються не 

строго в ослабленому отвором перерізі пластини, тобто не там, де застосовуються 

формули (7.3) та (7.4). Але, оскільки експрес-аналіз є перевірочним на міцність, то 

в таблицю 3 помістили значення max  саме пікові, не зважаючи на їхнє реальне 

положення на поверхні отвору. 

Для ізотропного матеріалу І замість формул (7.3) та (7.5) застосовуються 

їхні вироджені варіанти – формули (7.4) та (7.7). 

Матеріал пластини з моношарів ІІІ вважається квазі-ізотропним в площині, 

а також є однорідним по товщині, тому для нього теж повинні застосовуватися 

формули (7.4) та (7.7), що і було зроблено. 

Матеріал пластин з моношарів ІІІ та II&III вважається квазі-ізотропним в 

площині, але не є однорідним по товщині, тому у цьому випадку повинні 

застосовуватися формули (7.3) та (7.5) для шару з кутом укладання нуль градусів.  

Оскільки ортотропні шари з різними напрямками укладання повинні 

деформуватися без розривів в площинах сполучення, то виникає взаємовплив 

шарів, який знижує пікові значення напружень, що спостерігається у пластині з 

моношарів II&III.  

Висновки 

З результатів дослідження можна зробити такі висновки (у порівнянні з 

розрахунками МСЕ): 

1. Формула (7.3) для однорідної по товщині пластини дає занижені 

результати, навіть для ізотропного матеріалу; 

2. Формула (7.5) для однорідної по товщині пластини дає занижені 

результати, окрім ізотропного матеріалу; 
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3. Положення точки (зони) з піковим значенням max  залежить від схеми 

напрямків укладання моношарів; 

4. Взаємовплив шарів значно знижує реальне значення ККН у 

моношарах у випадку неоднорідної по товщині пластини. 

5. Потрібні додаткові дослідження для встановлення формул експрес-

аналізу міцності пластин із шаруватих ПКМ з отворами, контактуючими з 

болтами. 
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